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JAK RESIT PROBLEM HLEDANi NEJV ETSIHO SPOLECNEHO
DELITELE

ANTOS Karel, CZ

Resumé

Tento ¢lanek pojednava o moznostech aisgbech zkoumani matematickych problerdkazuije,
Ze vyzkumny pistup v oblasti matematického badani je metodomaud které mize nejen titel
ucit, ale ktera umaiuje i zakim a studeriim se @it, experimentovat a nachazetSeni fiznych
matematickych probléfn Tento twrci pristup je zde ukazan na problematice hledaniét&jvo
spole&ného dlitele prirozenychéisel.

Kli ¢éova slova:délitelnost, Firozen&tisla, experimentovani, dokazovani, ‘v spolény clitel.

HOW TO SOLVE THE PROBLEM OF FINDING THE GREATEST CO MMON DIVISOR
Abstract

This article discusses the possibilities and wdysxploring mathematical problems. It shows that
the research approach in the field of mathematesgarch is a method by which a teacher can not
only teach, but which enables pupils and studemtiedrn, make experiments and find different
solutions of different mathematical problems. Theative element is shown here on the problems
of finding the greatest common divisor of natunainbers.

Key words: divisibility, integers, experimenting, proving,egttest common divisor.
Uvod

V oblasti Skolské matematikyredstavuje zkoumani problénduleZitou oblast, jak Z&kn a
studenim priblizit matematiku jako &du, kde twrci ¢innosti se daji objevovat nové cestiekeni
raiznych matematickych situaci (3). @gtupnit matematiku Zdikn ¢i studentim tedy nespéiva ani
tak v tom, Ze je postavimeéqu hotovareSeni, sélime jim znamé postupy, definice dukazy, ale
piedevSim v tom, Ze jim umozZnime poznalr#v aspekt matematiky, kdy sami svoji twmsti
budoufiesSit matematické problémy, voliiané strategie a postupy. Ziskané vysledky pak mohou
zobeadovat, popipact tvorit analogické problémy.

Cilem ¢lanku je ukazat na problematice&litelnosti pirozenych ¢isel, jak takovéto tuci
postupy mohou vést Kkiznym a zajimavynieSenim, kdy z p@teiniho problému dojdemdiznymi
cestami a zjisobyieSeni az k vyslednym odpilim ¢i matematickym ¥tam. Na zaklaglinspirace
problémem 1 (3) je zde zpracovamdeni probléin2 a 3.

Oblast pirozenych cisel a problematika jejich étitelnosti se z hlediska igdosSkolské
matematiky pimo nabizi ke zkoumani, protoZe se zde daji upleinné matematické dovednosti a
postupy dokazovani, jako je systematické experiowvémti, ¢i dokazovani, kdéesitel na jednom
problému nize vyuzit celodadu nastraj matematického aparatu (5).

1 Jak reSit matematické problémy

Dle knihy (3) tato kapitola pojednava o moZznostechzpisobechieSeni matematickych
problémi z hlediska stanoveni vhodnych postupstrategii s cilem spravnosthto postup bud
dokazat nebo vyvratit a wipadt usgsSného vyeSeni problémuipmenit patateni hypotézy na
matematické &ty.
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Jednim z dlezitych cifi Skolské matematiky je naiti studentyfeSit matematické problémy (4).
Problémem je &aka situace, kterou chci ¥g8it a k tomutoreSeni hleddm Zgoby a cesty.
Problém mait hlavni slozky:

1. Vychozi situace

2. Cil, ktereho chceme dosahnout

3. Cesta od vychozi situace k cili

cesfa I

Obr. 1: SchémaeSeni problému

Dale je nutno uiit, jak se problém d&eSit, utit strategieifeSeni problérn vyslovovat
hypotézy a tyto dokazovat. Pdkézu dané hypotézy se z nastoleného problému statématicka
véta.

Prabéh tohoto procesu by mohl schematicky vypadat nagleich zpisobem:

Matematicka situace (problem)——  experimemdv@ystematické nebo nesystematické)
—> hypotézy——> ao¥eni——> dkaz (odpokd)

Pfi zkoumani matematickych situaci budeme problémyaa zaklad experimentovani i
hypotézy sami vytv@t. Ty potom budeme nasleddokazovat (2).

Pti zkoumani aeSeni probléiinbudeme ve vyuce matematiky vyuzivat vyzkumiigtpp. Cely
proces vyzkumnéhoifstupu se da schematicky znazornit nasledujicirdreabem:

Dtazka regeni problému _}wrﬁerr-,.' problém

neuspech

Situace — experimentovani £y, r‘n,.'poteza dika matemaickavéta
vysvetleni
\ ovéfeni

Fadmy objev vywraceni
nelspéch

varianty situace

a8

Obr. 2: Schematické znaze@m vyzkumnéhofstupu

Zduraznit by se o i to, Ze vyzkumny fistup (2) je nejen metoda, pomoci kter&zm witel
matematiku it, ale i metoda, pomoci které sé&be Zak nebo student matematikiit.u

2 Problém hledani nej#tSiho spol€ného clitele

V tomto problému se pokusimecdiirnejtSiho spoléného dlitele pro nekoné&né mnoho
prirozenychéisel.

Predpokladame dovednoséjakym zpisobem spéitat nejwtSiho spoléného dlitele dvojice
¢isel a dale znakysatitelnosticisla 3.
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Problém 1: Uréete v mnozia N vSech prozenychcéisel nej¢tSiho spoléného dlitele vSech
gisel rf + 17n, kde n jeiirozenéislo (3).

Reseni:nejprve musime nejtsiho spoléného dlitele objevit a pak dokazat, Ze je to skine
nejvetsi spolény clitel.

Systematické experimentovani:

V prvni fazi musime pomoci experimentovani zjistteracisla dosazovanim pm= 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7 do daného vyrazu dostaneme (Tabulka 1).

Tabulka 1: Problém 1

n 1 2 3 4 5 6 7

n*+17n 18 42 78 132 210 318 462

Nyni budeme zkoumat nejiho spoléného dlitele cisel ziskanych z daného vyrazu
uvedenym vztahem.

Vezmeme prvni dv¢isla z druhéhdadku tabulky a budeme hledat jejich rg$iho spoléného
delitele:
D(18, 42) = 2*3D(3, 7) =6*D(3,7) =6

NejvétsSim spolénym clitelem prvnich dvowisel fady jecislo 6. Proto negtSim spolénym
délitelem vSech uvazovanyatisel mohou byt pouzésla 1, 2, 3, 6. Pokud dokadZzeme ¢iso 6 je
dilitelem vSechiisel generovanych polynomemt + 17n, budegislo 6 jejich nej¥tsim spolénym
delitelem.

Cislo 6 je dlitelem i ostatnicltisel ve druhéntiadku tabulky generovanych danym polynomem,
protoze jsou suda a jejich ciferny getije dlitelny tremi.

Proto nizeme vyslovit:

Hypotéza: (vn € N) 6|(n® + 17n)

Hypotézu nizeme oviit jeS€ pron =8, 9, 10.

Tabulka 2: Problém 1, experimentovani pro dalSi n

n 8 9 10

n®+17n 648 882 1170

Protoze i toto osteni vyslo, nizeme pistoupit k dikazu.

Diikaz 1: pomoci matematické indukce
1. Dokazeme, Ze hypotéza plati pre 1
- plati, viz fedchozi experimentovani s vysledky v tabulce

2. Dokazeme, Ze kdyzZ vztah plati gfslon, tak potom plati i prgislon + 1
(Vn € N)(6|n3 +17n) = 6|[((n+ 1)3 +17(n + 1)]

Necht n € N tak, Ze 6| +17n), pak
N+ 1P +170+ 1) =n*+3?+3n+1+1h+17=0>+1h) + 3n(n+1) + 18

Zde museji byt vSechny 3¢itance dlitelné Sesti. Prvni @tanec je podle indukiho
predpokladu diitelny Sesti. Druhy &tanec je rovi&Z klitelny Sesti, protoZe je séimem ¢isla 3 a
n(n+1), ktery gredstavuje d¥ po sol# jdouci girozenécisla a jedno z nich je tudiZldelné dwma.
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Posledni &tanec je rov&Z cilitelny Sesti. Proto saet vSechdchto & stitanai je rovrez cklitelny
Sesti.

Diikaz 2: upravime tento vyraz na faktoridlové &oy dvou itanai.

V centru Uprav je f@vedeni vyrazu Ivna vyraz 18. Postup je nasleduijici:
NP+1h=n-n)+1h=nn*-1) +1& =n(n—-1) + 1) + 1& = (n— 1n(n+1) + 1

V prvnim <itanci je sodin tfi po sol jdoucich pirozenych ¢isel. V nich je wité jedno
delitelné dwma a jedno éitelné temi, tudiz cely &tanec je dlitelny Sesti. Druhy &tanec je také
delitelny cislem 6.

Pro libovolné pirozenécislo n je prvni gitanec dlitelny Sesti a druhy také, tedy i smt obou
gitana je cglitelny Sesti.

Diikaz 3: vyuzZijeme zapisuifrozenychc¢iseln ve tvaru & + z, kdez=0, 1, 2, 3, 4, 5.

Budeme-li girozené ¢islo n delit cislem 6, dostanemecktery ze zbytk O, 1, 2, 3, 4, 5.
Libovolné girozenécislo n se tak da zapsat ve tvark 6 z, kdek je nelplny podil & je zbytek.
Proto mizeme libovolné firozenécislo n zapsat jako v jednom z nasledujicich dvar
6k, 6k+ 1, &k+ 2, &k + 3, &k + 4, & + 5.

Pokud tyto vyrazy dosadime do naseho vymaizt 17, dostaneme:
n= 6k (6K)° +17-& = 6(36C + 17K) = 6-A
n=6k+1: (&k+ 1P+ 17(6&+1) =216+ 108° + 12k + 18 = 6-B
n=6k+2: (6k+2P+17(6&+2) =216 + 216¢ + 174+ 42 =6-C
n=6k+3: (&+3P+17(6k+3) =216+ 324° + 264k + 78 = 6:D
n=6k+4: (6k+4Y+17(&+ 4) = 2163 + 43%° + 39Kk + 132 = 6-E
n=6k+5  (&+5)+17(6+5) =216+ 540 + 55k + 210 = 6-F

Zde tedy dostaneme pro kazdé dosazeniitéar zdo vyrazun® + 17 vyraz ve tvaru 6 krat
,n&co“. Tudiz timto dkazem jsme zjistili, Z&islo 6 je dlitelem vyrazun® + 17 pro libovolna
n € N, a proto je i jejich neptSim spolénym dtlitelem.

Uvedenou hypotézu ieme tedy fejmenovat na&tu.

Véta:
(vn € N) 6|(n® + 17n)

Odpovéd’ na nas problém tedy zni: N&f$i spolény dklitel vSechgiseln® + 17, kden € N, je
¢islo 6.

Analogickym zmisobem jako v uvedenéntibladu budeme postupovatigSeni dalSich dvou
piiklada pri hledani nejétsSiho spoléného dlitele podobi zadanych firozenychdéisel. Ot si
stanovime problém a budemeije§it obdobw vedenym postupem.

Problém 2: Urcete v mnozia N vSech pirozenychcisel nej¢tsino spoléného dlitele vSecheisel
n®+ 2, kden je pirozenésislo.

Reseni:opt musime nejstsiho spoléného dlitele objevit a v dalSich krocich dokazat, Zege t
opravdu nej¥tSi spoleny clitel.

Systematické experimentovani:

V prvni fazi musime pomoci experimentovani zjiftieracisla dosazovanim pmo=1, 2, 3, 4,
5, 6, 7 do daného vyrazu dostaneme. Vysledky viedmtabulky.
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Tabulka 3: Problém 2

n 1 2 3 4 5 6 7

n+2n 3 12 33 72 135 228 357

Pfi pohledu na prvntlen v tabulce vidime, Ze z teori€litelnosti pirozenymi¢isly (1) je
ziejme, Ze nej§tsSi spolény clitel vSechcisel musi byt 1 nebo 3.

Nyni budeme zkoumat nejigiho spoléného dlitele ¢isel ve druhéniadku tabulky.

Cislo 3 je nej¥tsim spolénym dilitelem v3echgisel v druhémradku tabulky. Abychom se
drZeli daného postup@Seni problému, vyslovime hypotézu, kterou nasleldkazeme.

Hypotéza:
(vn € N) 3|(n® + 2n)

Diikaz 1: matematickou indukci
1. Dokazeme, Ze hypotéza plati pre 1
- plati, viz gedchozi experimentovani s vysledky v tabulce

2. Dokazeme, Ze kdyz vztah plati piislon, tak potom plati i préislon + 1
(Vvn e N)3|n® +2n) = 3|[(n+1)3 +2(n + 1)]

Necht n € N tak, Ze 3|f* +2n), pak
h+1P+2n+1)=n*+3*+N+1+h+2=*+2n)+3n(n+1) +3

Zde museji byt vSechny 3¢itance dlitelné temi. Prvni gitanec je podle indukiho
piedpokladu dlitelny tremi. Druhy sgitanec je roviZ litelny tiemi, protoZe obsahujéslo 3.
Posledni &tanec je rov&Z klitelny tremi. Proto sotet vSech dchto ti titandi je rovrez
delitelny tremi.

Diikaz 2: upravime tento vyraz na faktoridlové &oy dvou itanai.

V centru Uprav je f@vedeni vyrazur2na vyraz 8. Postup je nasledujici:
nP+n=n*-n+3n=n®-1)+h=nn-1)n+ 1)+ =(Nn-1nn+l) + 7

V prvnim <itanci je sodin tfi po sol jdoucich pirozenych ¢isel. V nich je wité jedno
delitelné temi, tudiz cely &tanec bude ditelny tremi. Druhy gitanec je take d@itelny ¢islem 3.
Pro libovolné pirozenécislo n je prvni gitanec dlitelny ttemi a druhy take, tedy i séet obou
Kitandi je clitelny tiemi.

Dikaz 3: vyuzijeme zapisuifrozenych¢iseln ve tvaru & +z, kdez=0, 1, 2.

Budeme-li girozenécislo n delit ¢islem 3, dostanemecktery ze zbytk O, 1, 2. Libovolné
piirozenécislo n se tak da zapsat ve tvarid 3 z, kde k je neupiny podil & je zbytek. Proto
muzeme libovolné firozenécislo n zapsat v jednom z nasledujicich tuar

3k 3k+1, X+ 2,
Pokud tyto vyrazy dosadime do naseho vymizt 2n, dostaneme:
n=3k B+2 (=3 +6k=3-A

n=3k+1: (K+ 1P +2(K+1)=2K+ 2% + 1% +3 =3B
n=3k+2: (K+2F+2&FK+2)=2K +54%+4%k+12=3.C

Zde tedy dostaneme pro kazdou moZnost dosazenfidkarz do vyrazun® + 2n vyraz ve tvaru

3 krat ,reco”. Tudiz timto dkazem jsme zjistili, Ze&islo 3 je dlitelem vyrazun® + 2n pro
libovolna n € N, a proto je i jejich negtSim spolénym clitelem.
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Uvedenou hypotézu jsme dokazadiri zpisoby a nizeme ji tedy pejmenovat na&tu.
Véta:
(vn € N) 3|(n® + 2n)

Odpovéd’ na nas problém tedy zni: Ne&f$i spolény dilitel viechgiseln® + 2n, kden € N, je
¢islo 3.

Zadame nyni je8tieden problém a @pho budemeesit analogicky.

Problém 3: Uréete v mnozia N vSech prozenychcisel nejetsiho spoléneho dlitele vSechtisel
n’+ 23, kden je piirozenésislo.

Reseni:opt musime nejstsiho spoléného dlitele objevit a v dalSich krocich dokazat, Zege t
opravdu nej¥tSi spoleny clitel.

Systematické experimentovani:

V prvni fazi musime pomoci experimentovani zjiftieracisla dosazovanim pron =1, 2, 3, 4,
5, 6, 7 do daného vyrazu dostaneme. Vysledky dpzime do tabulky.

Tabulka 4: Problém 3

n 1 2 3 4 5 6 7

n®+23n 24 50 78 108 140 174 210

Nyni budeme zkoumat nejtgiho spoléneho dlitele ¢isel ve druhéntadku tabulky.

Vezmeme prvni dv¢isla z dolnihdadku tabulky a budeme hledat jejich rig$iho spoléného
delitele:
D(24, 50) = 2*D(12, 25) = 2

NejvétSim spolénym cElitelem prvnich dvouwtisel fady jecislo 2. Proto nejtSim spolénym
delitelem vSech uvaZovanyalisel mohou byt pouzéisla 1 nebo 2. Pokud dokazeme ¢isdo 2 je
dklitelem vSechiisel generovanych polynomemi + 23, budegislo 2 jejich nej¥tsim spolénym
delitelem.

Hypotéza:
(vn € N) 2|(n? + 23n)

Diikaz 1: matematickou indukci
1. Dokazeme, Ze hypotéza plati pre 1
- plati, viz fFedchozi experimentovani s vysledky v tabulce

2. Dokazeme, Ze kdyz vztah plati grslon, tak potom plati i préision + 1
(vn € N)(2|n? + 23n) = 2|[(n+ 1)? + 23(n + 1)]

Nectt n € N tak, Ze 2| +23n), pak
(N+1F+23Q+ 1) =n+N+1+2h+23=*+27)+2n+24

Zde museji byt vSechny 3Xitance dlitelné dwma. Prvni &itanec je podle indwkiho
predpokladu ditelny dvéma. Druhy sitanec je roviZz cklitelny dvema, protoZze obsahujgslo 2.
Posledni &tanec je roviZ cklitelny dvéma. Proto sotet vSech dchto #i titandl je rovrez
délitelny dvéma.

15



Trendy ve vzdavani 2015

Diikaz 2: upravime tento vyraz na faktorialové &owy dvou itandi.

V centru Uprav je fevedeni vyrazu 28na vyraz 24. Postup je nasledujici:
n+2h=M=-n+2n=n(n-1)+2h=n(n—1) + 20 =n(n—1) + 2h

V prvnim gitanci bude satin dvou po sob jdoucich pirozenychc¢isel. V nich bude uéité
jedno dlitelné dwma, tudiz cely &tanec bude ditelny dwma. Druhy 8&itanec je take ditelny
Cislem 2.

Pro libovolné pirozenécislo n je prvni gitanec dlitelny dvéma a druhy take, tedy i soet
obou gitandi je cklitelny dvema.

Dikaz 3: vyuzijeme zapisuifrozenych¢iseln ve tvaru X +z, kdez= 0, 1.

Budeme-li girozené ¢islo n delit cislem 2, dostanemecktery ze zbytk 0, 1. Libovolné
piirozenécislo n se tak da zapsat ve tvari 2 z, kde k je neupiny podil & je zbytek. Proto
muzeme libovolné firozenécislo n zapsat v jednom z nasledujicich tuar

2k, 2k + 1.
Pokud tyto vyrazy dosadime do naseho vymtzt 23, dostaneme:
n=2 (K)? + 23-(X) = 4k + 46k = 2-A

n=2k+1: (k+1f+23(&k+1)=4*+5k+24=2-B

Zde tedy dostaneme pro kazdou moznost dosazerii 2af zdo vyrazun® + 23 vyraz ve
tvaru 2 krat ,&co”. TudiZ timto dkazem jsme zjistili, Z&fslo 2 je dlitelem vyrazun® + 2n pro
libovolna n € N, a proto je i jejich negtSim spolénym clitelem.

Uvedenou hypotézu jsme dokazadiri zpisoby a nizeme ji tedy pejmenovat na&tu.
Véta:
(vn € N) 2|(n? + 23n)

Odpovéd’ na nas problém tedy zni: N&f$i spolény dlitel viechgiseln® + 23, kden € N, je
¢islo 2.

Poté, co jsme zadali probléemy 2 a 3edili je analogicky jako v prvnim vzorovéntildadu,
jsme si procuiili, jak reSit matematické problémy systematickym experimegrtom, naslednym
zobecrnim vedoucim k vysloveni hypotézy a dokazanim bdtootézy. Samdejme stai, kdyz
dukaz je jeden.

Zaveér

V ¢lanku JakieSit matematické problémy jsme si na problematétieethosti grirozenymigcisly
ukazali, jaké moznostiipreSeni problérin skryva matematika z hlediskaat¢ich pistupi, které
Zak ¢i student nize vyuzit. Chili jsme ukazat, Ze student nemusi byt odkazan gepasivniho
piijimatele matematickych postulatale Ze svd a mnohdy novatorsi&eni nize Fimo sam i
vytvéret. Ukazali jsme, jak systematické experimentovdiie vést k vieSeni zadaného problému,
a jak dal s BZnymi stedoskolskymi nastroji fizeme sva zjighi zobedaovat, dokazovat a vytvét
na nich matematické teorie.

Zawérem je dilezité zminit, Ze tento tir¢i pristup by nél byt na hodinach matematiky na vSech
stupnich Skol rozvijen, proto je zde nezastupiteth@ Witele, ktery by mdl Zakim a studeriim tyto
cesty ukazovat a s nimi je rozvijet, aby geSeni matematickych problénto nejvice dokazali
tvarci aspekt matematiky vyuzZivat a samostairoblémytesit.
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