Trendy ve vzdavani 2015

PROBLEMY STUDENTOV S POCHOPENIM POJMU LIMITA
POSTUPNOSTI

KLEPANCOVA Michaela, CZ

Resumé

Pojem limity a hlavne jeho formalna definicia, & svojej najjednoduchsSej podobe — ako limita
postupnosti — patri zZ’hdiska vydovacieho procesu k ndmoym a problematickym. U ¥&iny
Studentov ani po absolvovani kurzu matematickejyaganeddéjde k uplnému porozumeniu pojmu
limita a ich predstava tohto pojmu nezodpovedéa Waeg definicii limity. V désledku neuplného
pochopeni&i zabudnutia naspamaattenej definicie limity postupnosti sa u StudentovZerae
stretn® sich vlastnymi ,definiciami“ tohto pojmu, ktoréemodpovedaju obsahu skéme]
definicie. V prispevku sme sa snazili identifikdvaagastejSie sa vyskytujuce formulacie, ktoré
Studenti povazuju za spravnu definiciu limity p@stasti. V prispevku tieZz poukazujeme na
moznosg ako tymto nespravnym predstavam Studentov o tqpojme predchadza pripadne ich
korigova’.

Kruéové slova:pojem limity, formalna definicia limity postupngshatematicka analyza.
STUDENTS MISUNDERSTANDING OF THE NOTION OF LIMIT OF SEQUENCE

Abstract

The concept of limit and especially its formal défon even in its simplest form — as a limit of a
sequence — belongs in terms of learning processffioult and problematic ones. Most students
even after completion of course of Mathematical l§sia will not be able to completely understand
the term of limit and their imagination of this @apt does not correspond with the formal
definition of limit. We can encounter various setfastructed definitions of students which may be
caused due to an incomplete understanding or tomgebf learned definition of the limit of
sequence, but in the end they does not meet tmeafodefinition content. The contribution is
focused on the identification of the most commaommiglations which students consider as correct.
The contribution also points out the opportunityptevent the students misconceptions in this term,
alternatively to rectify them.

Key words: notion of limit, formal definition of limit of seaence, calculus.

Uvod

Viacereé studie (napr. [1], [2], [3], [4]), prax mimgch pedagdgov, ale aj naSe vlastné skusenosti
potvrdzuju zndmu skutoog’, Ze pochopenie formalnej definicie limity postugtcspbésobuje
Studentom znmé tazkosti. V désledku toho sa Studetdisto uchjuju k pam&éovému weniu ¢i
memorovaniu definicie limity postupnosti. Abseng@ozumenia obsahu formélnej definicie limity
postupnosti ma samozrejme za nasledok nepochopéai8ich fundamentalnych pojmov
matematickej analyzy, definovanych pomocou tohtpnpo V désledku neuplného pochopetiia
zabudnutia naspamaaltene definicie limity postupnosti sa u StudentovZerde stretndls ich
vlastnymi ,definiciami tohto pojmu, ktoré nezodpalaju obsahu formélnej definicie, t.].

Cislo L sa nazyva limitou postupnos{tbn}:zl, ak ku kazdému kladnémiislu € existuje také
prirodzen&islo n,, Ze pre vietkyr > n, plati|a, - L| <t.

217



Trendy ve vzélavani 2015

1 Nespravne definicie limity postupnosti
Studenti najastejSie za spravnu definiciu &a§tejSie povaZuji jednu z nasledujtcich
formulacii:

00

n=1"’

« Nespravna definicia .1Cislo L sa nazyva limitou postupnosfi,}
s rastucinm lezia blizSie a blizSie kislu L.

« Nespravna definicia.2Cislo L sa nazyva limitou postupnosfi,}
s rastucinm leZia blizSie a blizSie kisluL, ale nikdy ho nedosiahnu.

* Nespravna definicia.3 Cislo L sa nazyva limitou postupnosta,}”_ , ak pre nekonme

vela ¢lenov postupnosti plati, Ze ich vzdialetiasl cislaL méze by mensi akdubovd’né,
vopred danéislo €.

ak jej cleny a,

0

n=1’

ak jejcleny a,

Jednou z moznosti ako Studentov preswed nespravnosti ,ich* definicii je samozrejme
uvedenie vhodnych prikladov, prostrednictvom kthry& mozné poukarana rozdiely v obsahu

uvedenych ,nespravnych definicii“ a korektnej difi@ limity postupnosti. M6Zeme tak urdlaj
prostrednictvom nasledujuceho prikladu.

Priklad. Uréte, ktoré z nasledujucich, graficky¢enych postupnosti 1., 2, az 5 su foodvedenych

Ldefinicii“ konvergentné gisloL je ich limitou.
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RieSenie Napriklad postupndsl je poda korektnej definicie konvergentna a jej limitowtjslo L,
no poda ,nespravnej definici¢ konvergentna nie je, K&e napriklad platfa,,,., - L| <|a,, = L,

¢o je v rozpore s obsahomespravnej definicie 1*

Naopak, postupn@s3 je poda spravnej definicie limity postupnosti sice kometna, naislo L
nie je jej limitou. Ale podla ,nespravnej definicie 1je tdto postupnaskonvergentna a jej limitou
je ¢isloL. To¢i je postupnog 1 , 2, ..., 5 pokh uvedenych ,definicii“ konvergentna aaéne je

¢isloL jej limitou, je uvedené v nasledujucej téike:

Tabuka 1: Konvergencia pdd nespravnych definicii limity postupnosti

Definicia Postupnasl | Postupnas2 | Postupnas3 | Postupnas4 | Postupnash
~Spravna definicia“ ¢isloL ¢isloL ¢isloL ¢isloL ¢isloL
je limitou je limitou | nie je limitou | nie je limitou | je limitou
Nespravna definicia 1  ¢isloL ¢isloL CisloL ¢isloL CisloL
nie je limitou | nie je limitou | nie je limitou | nie je limitou | je limitou
Nespravna definicia 2  ¢isloL ¢isloL CisloL ¢isloL CisloL
nie je limitou | nie je limitou | je limitou | nie je limitou | nie je limitou
Nespravna definicia 8 ¢isloL ¢isloL CisloL ¢isloL CisloL
je limitou je limitou | nie je limitou | je limitou je limitou

Samozrejme, je mozné identifikavaj d’alSie intuitivne, nedpln& mylné predstavy Studentov
a ich ,nespravne definicie” pojmu limita. Tie je bm@ nasledne odstrénii ,skorigova™
uvedenim dostatmého mnozstva prikladov, ktoré nebudd v suladéysrido predstavami resp.
z<definiciami* pojmu limita postupnosti¢o by malo v mysliach Studentov nasfopotrebu ich
zmeny. No aj pre skusenéhgitala méze by takato identifikacia mylnych predstav Studentov,
vyplyvajucich z nedékladného pochopenia definigraity postupnosti, a ich nasledna naprava
pomerne narma.

Pod’a nasho nazoru, jednym zo spdsobov, umpicim do istej miery vzniku chybnych
formulécii definicie limity postupnosti predchadz@ zardovanie (v ramci propedeutiky pojmu
limita) vhodnych motivénych prikladov, umaiujucim na intuitivnej arovni ,rozobrta
problematickéasti formalnej definicie limity postupnosti. Mysknsi, Ze do istej miery mdézZzeme
nasim Studentom pomH& spravnemu pochopeniu definicie limity postupnagprostrednictvom
nasledujacich prikladov.

2 Vyfarbovanie Stvorca |

Nech je dany Stvorec so stranawr1. Rozd@&me ho na dva rovnaké ofidiky, pricom jeden
z nich vyfarbime. Vyberme si jeden z nich, rdazde ho na dveasti (tentokrat to budu Stvorce),
a op& jednu z nich vyfarbime. Zase zoberme jeden zor&kov, rozdéme ho na dva zhodné
obdzniky, a jeden z nich vyfarbime,dat(obr. 6). Zaujima nas, akags’ zakladného Stvorca bude
vyfarbena po jednotlivych krokoch.
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Obr. 6 — Vyfarbovanie Stvorca 1

RieSeniePo prvom kroku bude obsah vyfarbenej pIoé.‘lgy:% :1—%. Po druhom kroku zostane

. 3 1 .
vyfarbena ¢ag’ sobsahomS?:Z:l—Z. Po tré¢om kroku budeme ntlavyfarbent plochu

S obsahomS; :g:l—é. Analogicky podalSom kroku dostavamé&, :1—2:1—%6. Ak by sme

pokratovali v tomto postupe, po — tom kroku bude mavyfarbenacas’ obsah§, :1—2—1n; kde
nON. Uvedenym sposobom sme teda definovali postup{&} " . Je zrejmé, Ze vtomto

procese vyfarbovania Stvorca mézeme pédva’ donekoneéna. KelZze hodnoty ¢lenov

1 : ) i ex i " . .
Sn—l‘g postupnostl{Sn}n:1 sa srastucimnUl zv&Suju a pre kazdenU[ tiez plati

O<1—2—1n<1, hodnoty ¢lenov postupnosti{Sn} sa srastucimn[] blizia k¢islu 1. Inymi

n=1
. 1 oy . e iun

slovami, hodnotylenov S, :1—5 postupnosti{S,} _ sa s rastacimn N odliSuja odcisla 1

stdle menej a menej. Skimajme teraz blizSie sp&asikjm sacleny postupnosti{Sn}:o:1 blizia

k ¢islu 1. Za tymto &lom si vyjadrime hodnoty nieKkych ¢lenov postupnost{ Sn}:;l Vv tvare
desatinnéhdgisla, t.].

5

S
n=1 §=05
2 5,=0,75
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n=3 $,=0,875
n=4 §,=0,937¢t
n=>5 §=0,9687¢
n=6 §=0,98437:
n=7 S,=0,992187
n=8 S =0,9960937
n=9 & =0,99804687
n=10 §,=0,99902343
n=11 §,=0,99951171
V8imnime si, Ze v3etkgleny, z&inajdc ¢clenom S, maju na prvom mieste za desatinnou
ciarkou ¢islicu 9, ¢o znamend, Zéleny S, kde n=5, sa od¢isla 1 liSia o menej ako 0,01,
Podobne, hodnoty vSetkyatenov, z&inajucclenom S, sa uz odiisla 1 liSia o menej ako 0,001,

[0e]

size dlen S; je poslednynlenom postupnos{S,} .

ktory sa octisla 1 liSi o viac ako 0,001. Ak

by sme za& volili Tubovdné kladnécisla, zrejme by sme v naSej postupnc{ﬁl} vzdy

n=1
dokazali utit' taky clen S, , Ze hodnoty vSetkych nasledujlcidienov (t..¢lenov §, s indexom

Nn>r,) sa odéisla 1 budu li$i o menej akoe. Inak povedané, neexistuje ziadna ,hranica” stojac

pred¢islom 1, tjislo 1~ ¢, ktorG¢leny postupnosy S,} ::1 neprekrdia. Naopak, nech zoberieme
£>0 akokdvek malé, vzdy existuje takf, Ul , Ze vSetkycleny s indexom w&im akon, uz
padnt do intervalfl-¢,1).

Tento zaver mézeme zhrhinasledovne: Ku kazdéma>0 existuje takén, Ul , Ze vSetky

leny §, postupnosti{ Sh} :):1 s indexom v&im akon, (t.. N>n,) sa uz odisla 1 liSia 0 menej

ako €. Struene zapisanéle >0 [hy U [On>n, 1—2—1n<£.

3 Vyfarbovanie Stvorca Il

Nech je dany Stvorec so strancw=1. Vtomto pripade budeme pri jeho zafarbovani
postupova nasledovne: Rozdlme ho na dva rovnaké olidiky, pricom jeden z nich vyfarbime na
ruzovo. Takto zafarbeny obimhik rozdelime na dva zhodné Stvorcec@m jeden z nich opa
vyfarbime na bielo (obr. 7). Tento nabielo vyfanpetvorec opérozdelime na polovice a jednu
z nich zafarbime na ruzovo. V striedavom zafarbo¥a,odfarbovani* polovice obsahu utvaru,
s ktorym sme narabali v predchadzajucom kroku, m&Zeokr&ova’ F'ubovd’ne dlho. Akéacas’
povodného Stvorca zostane biela?
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Obr. 7 — Vyfarbovanie Stvorca 2

RieSeniePo prvom kroku bude obsah nevyfarbenej resp. bptbehy a =1—%. Po druhom kroku

zostane vyfarben&ag’ s obsahoms, =1—% +% = 1——:: .V d’alSich krokoch pre obsah bielej plochy

resp. presleny postupnost{a,} ~, dostavame:
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-1
a,, =1- £+i+—1+...+—1 :1——1E14n—:1—— 1——1  kdenOl

(11 1 1y 1 1) 1
a2n+1—1_(z+?+F+...+?j_ 22n+1—1_?3l|:é1_?j__22m_1, prenl:”] .

KedZe pre kazdé [N je 1—4—1n <1, potom tiez platia,, = 1—:—13 Eﬁl—ij > 1——;: —§

4n
" . 1 s .1 1 1 2 1.1 =z "
Pre kazdée nlIN je W>O, clze a2"+1_1_§[E1_FJ_W_§__6G2%<_3' To vSak
A , , . . » 2_ = Qv
znamena, Ze€leny s parnym indexom, t.ja,,, sa s rastucimm k ¢islu §=0,6 priblizujd na

» o ; . : . e 2= e .
¢iselnej osi ,sprava“ aleny s neparnym indexom t.8,,,;, sa keislu §=O,6 priblizuju na zas

vyjadrime v tvare

.Zlava®“. Aj vtomto pripade si nieKko prvych ¢lenov postupnosti{an}:;1

desatinnéhaisla.

n a,
n=1 a=0,5
n=2 a,=0,75
n=3 a;=0,62¢
n=4 a,=0,687¢
n=5 a =0,6562¢
n=6 a,=0,67187¢
n=7 a,=0,664062

n=8 a;=0,6679687
VsSimnime si, ze vSetky¢leny, z&inajuc ¢lnom a;, maju na prvom mieste za desatinrioarkou
o P : . 2_ = . ,
¢islicu 6, co znamena, Ze vSetky tietdeny sa odcdisla 550,6 liSia o menej ako 0,06.

Nezabudnime, Ze na rozdiel od predoSlého priklaghk \naSa postupndsie je monotonna, t.j.
~priblizovanie” nastava z oboch stran. To vSak zea#& Ze vSetkyleny naSej postupnosti faic
2

tretim ¢clenom uz lezia v intervale,, D(%—0,06§+ 0,06}. Zvalme nejakés >0. Potom fakt, ze
vSetky ¢leny postupnosti okrem ko&ieeho pdétu (resp. pondc istymclenom) padnu do vysSie
uvedeného intervalu mézeme zaﬁiqu(%—0,0G;:—§+ 0,0%, alebo pomocou absolutnej hodnoty

2

_“ <¢&.
‘a” 3

<0,06. Analogicky z prdubovd’né £>0 by tento zapis mal tv%ﬂn —%

. . e . 2 — s - .
PoznamkaSkutanos’, Ze limitou postupnosfia,} _ je¢islo 3 =0,6 mdéZzeme ,vidi€" aj z obr. 8
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AN

Obr. 8

Zaver

Pojem limity a hlavne jeho formalna definicia, ajsvojej najjednoduchSej podobe — ako limita
postupnosti — patri zZ'hdiska vydovacieho procesu k natmym a problematickym. Jej ned6kladné
a nespravne osvojenie ma zrejme ,na svedomi“ akamé® problémy v Uzko nadvazujucich
oblastiach — v diferencidlnom a integralnom¢teo resp. pri nekoraych ciselnych radoch.
V prispevku sme sa snazili identifikavanajproblematickejSietasti forméalnej definicie limity
postupnosti a uvadzame priklady, ktoré [oatasho nazoru mézu Studentom potnpoekond
niektorétazkosti, spojné s dékladnym pochopenim tohto pojmu.
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