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JAK NA HYPERBOLU S GEOGEBROU
KRIEG Jaroslav, CZ

Resumé

Clanek ukazuje, jak pomoci GeoGebry snadedit tlohy, které vedou na konstrukci hyperboly,
piipadre jak lehce zkonstruovat hyperbolu danych paraimetr

Kli éova slova: hyperbola, planimetrickd definice hyperboly, hyp#a jako algebraickaikka
2. stupr, kuzeloseka dana @ti body v GeoGele, fezy na rotani kuzelové plose, hyperbola jako
mnozina bod dané vlastnosti.

HOW TO HYPERBOLA WITH GEOGEBRA

Abstract

The article shows how to use GeoGebra easily spiteblems that lead to the construction of
a hyperbola, or how easily construct hyperbolamgiparameters.

Key words: hyperbola, planimetric definition hyperbola, hypela as an algebraic curve 2nd
degree, conic section given five points in GeoGetuigs on the rotary conical surface, hyperbola as
a set of points given property.

Uvod

Hyperbola je kuzelosta, jejiz konstrukceini studenim potize, protoze jeji definice neni tak
nazorna jako ndjklad u kruznice, elipsy nebo paraboly. Hyperbolstaté jako vSechny
kuZeloséky vznikne vhodnym rovinnyntezem rotani kuzZelové plochy a to takovym, Ze dana
rovinaiezu je rovnobzna se déma fiznymi povrchovymi gimkami a neprochazi vrcholem rétd
kuzelové plochy. Na gymnaziu se hyperbola obvykleédzli nasledujigilanimetrickou definici.

1 Definice hyperboly

V rovin¢ jsou dany dvatizné pevi zvolené bodyF,, F,. Mnozina bod X roviny, které maji
od bodi F,F, konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosthou kladnémuislu 2a, se
nazyvéhyperbola; (viz (1), (2)) tj.

h={XOR; || XK -| Xg||=2 & konst 0< 2 &| Ff= 2}

* Body F,,F, jsouohniskatéto hyperboly, $ed S use€ky F,,F, je stied hyperboly, vzdalenost
ohnisek|FlF2| =2e se nazyv®hniskova vzdalenosta vzdalenost ohnisek odextiu hyperboly,
tj. |SE|=|SE|= €se nazyvaystiednostnebo takéexcentricita hyperboly. Podle definice plati
a<e.

* Hyperbola se skladad ze dvotasti, které nazyvameétvemi hyperboly. Totiz vyrazy
|XF|=|XF,| a |XF,|-|XF| jsou ihizné (li§i se znaménkem) a tudi¥twe hyperboly nemaji
Zadny spoleny bod.

» Hyperbola jeosow sounm¥rna podle gimky FF,, kter4 protind hyperbolu Wwlavnich
vrcholech V,,V, a jestfedow soun¥rna podle stedu S Use€ky FF,.
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Usetka V)V, se nazyvédlavni osaa vzdélenosMV2| =2a jevelikost (délka) hlavni osy
Usetky SV a SV, se nazyvajhlavni poloosya vzdalenostS\/|=| SV| = aje velikost (délka)

hlavni poloosy
Na ose usky V,V, (resp.FF,) lezi tzv.vedlejSi osa hyperbolyavedlejSi poloosahyperboly

je definované jako Usgka délky b, pro kterou plati vztale® = & + . Vedlejsi osa podle vyse
uvedené definice neprotina hyperbolu v Zzadnéng.bod
Hyperbola je pl& uréena libovolnou dvojici prvik vybranych z prvik a,b, e a platie> a b.

» Pravouhly trojuhelnik sipponoue a od¥snamia,b se nazyva&harakteristicky trojuhelnik
hyperboly. Je-li tento charakteristicky trojuhelnik rovnommy (@="b), pak se jedna o tzv.
rovnoosou hyperbolu

- Bod X jevnitiéni bod hyperboly tehdy a jen tehdy, kdy{XF|-| XF) | > 2a.

XF|-|XF) |=2a.

* Bod X jebod hyperboly praw tehdy, kdyz

- Bod X jevngjsi bod hyperboly, prawe kdyz plati| | XF,| - XF,| | <2a.
Tato definice ndm umozni tzZBodovou konstrukci hyperboly.

2 Bodova konstrukce hyperboly

Nasledujici obrazek, sestrojeny v Geoteef8), ukazuje jak zkonstruovat jednotlivé bodyidez
na hyperbole pomoci vySe uvedené planimetrickénubefi

Legenda:
1) Stopu bodu X,X"Y,Y' smazete pomoci Ctrl-F. Y e ; ‘ H Xy
2) V levém dolnim rohu spustite animaci.

' -10 Tahem mysi za ¢erveny bod X1 ziskate
1<a—> postupné viechny body dané hyperboly.

bole
-

Obr. 1 — Konstrukce hyperboly podle planimetrickérice (4)

3 Hyperbola jako algebraicka kfivka 2. stupné

3.1 Definice
Mnozina bod X =[x, y| v roviné takovych, Ze spliji rovnost

ax’+bxy+ cy+ d¢ ey £0,
kde koeficientya, b, ¢, d, ¢ f jsou reain&isla a(a, b, ¢)#(0,Q0) se nazyvalgebraicka k¥ivka

2. stuprg (kuzelos€ka).
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3.2 Poznamka
Abychom mohli uéit koeficienty a, b, ¢, d, € flO F z rovnosti
ax +bxy+ cy+ d¥ ey EO,
musime znat sdadnice gti boda v roving, které lezi na dané kuzeldse.

3.3 Hiklad
Je dano & bodi v rovirg o kartézskych sdadnicich
A=[44 B=[-24 C=[ 2.} P=[ & P E=[- 4]
Nalgzréme analytické vyjaieni dané kuzelogky.
ReSeni
Vyjdeme z obecné rovnice kuZelokg k, kde (a,b,¢)#(0,0,0,
k: axX +bxy+t cy+ dt ey £O.
Postupnym dosazenim gadnic zadanych bdd do obecné rovnice kuZelasy ziskame
nésledujici soustavu homogennich linearnich rovnic.
16a+ 16+ 16+ 4+ 4et f= C
4a —8b+16¢c— 2d+ 4det+ f= 0
4a +4b +4c+ 2d+ 2et =0
16a — 8> + 4c+ 4d- 2e+ f= 0
16a - 4d +f=0.
b2 g= 3 1l detor
12 36 36 18
je reélny parametr, ktery musi byt nenulovy. Nppc, Ze by bylot =0, pak by nebyla spéma
podminka(a, b, c)#(0,0,0.
Hledana rovnice ma tvar
o, 5 5 11 :
=X —Xy+t— Y —— x——— W t=0, {j.
72 12 Y 36>2 36 18y+ :
7x* —6xy— 10y + 10x+ 44y- 72 0.

. . Tt
Tato soustava mé&sSeni ve tvarua = —7—2, b

Pomoci Geogebry snadno demonstrujeme disaupy:

a) Zadame-li v rovié pét riznych bod, pak pomoci fikazu kuZelos€ka dana péti body*
prolozi Geogebraémito body kuZelostku. ProtoZze zadané body jsou volné body roviny, tj.
muzeme jimi libovol& v ndkresd pohybovat, Ize tedy vhodnpiemistit tyto body tak, Ze lezi
nagiklad na hyperbole (viz nize uveden§iqtad). Sodasré Geogebra vypiSe rovnici kuzelgks,
kterd €mito body prochazi. V naSentikladu je hledanou rovnici

7X* —6xy— 10y + 10x+ 44y 72
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%
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda Pfihldgen/a jako Jaroslav Krieg
=
ABC %

DNgbkkn \X|PNk X

€ < W v [El T
Obr. 2 — Hyperbola zadan& riiznymi body (GeoGebra)

b) Zadame-Ili do vstupniho pole rovnici hyperboly
7x* —6xy—- 10y + 10x+ 44y- 72 |,

pak Geogebra narysuje hyperbolunsgici uvedenou rovnici. MZeme roviZz snadno o¥fit, Ze
body

A=[4.4 B=[-24 c=[ 2.} P=] & pE=[- 4]
lezi na této hyperbole.

x
Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda Piinlagenia jako Jaroslay Krieg
&) /\} |® @\ HE e
a-h ? 3%
il 3
» Algebraické okng i

_Kml etka
@ TR -6XY- 10y + 10x + 44y =72

Vslup: X X Y- 10y 10x+ 44y.72-0 @_:__ i @

@B o . [E wliE
Obr. 3 — Hyperbola zadané rovnici (GeoGebra)
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4 Rezy na rotani kuzelové plo3e (geometricky Hstup)

Kiivky zvané kuzelosky Ize ziskat jakofezy na kuzelové plos&ezem roténi kuzelové
plochy rovinou, kterd neprochazi vrcholem kuZelphaEhy, dostaneme préyen elipsu, hyperbolu
nebo parabolu. Typ kuZeladey, ktery obdrzime, je zavisly na tom, pod jakymleih protina
rovinarezu kuzelovou plochu.

Ozna&me a uhel, ktery sviraji povrchovérimky rotani kuzelové plochy s rovinou kolmou
k ose rotace. Ozkme dale B Uhel, ktery svira rovingezu s rovinou kolmou k ose rotd
kuZelové plochy.

Potom mohou nastat tytti pripady:

a) a < 3, rezem jehyperbola,
b) a = B, fezem jeparabola,
c) a > 3, tezem jeelipsa(pro S =0 dostaneméruznici jako specialni fipad elipsy)

Nasledujici obrazky 4 — 6 ukazuji prostorové situagripadech a) — c). Pro vytieni €chto
obrazki jsem pouzil software Cabri 3D.

Obr. 5 — Parabolag =55, 8 = 55 (Cabri 3D)
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Obr. 6 — Elipsa,a =55, 8 = 25 (Cabri 3D)

5 Konstrukce hyperboly jako mnoziny bodi, které maji stejnou vzdalenost od dané kruznice
a jejiho vnéjSiho bodu

Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Mastroje Okno Nipovéda Pfihlaenia jako Jaroslav Krieg
7 T =T 7 7 - T— =l
RN N ERNEEE |
| | ||P<E3 |[ABCH | 231
! - v\/{vi: =l g ®V-| El R | e | RS ’ *
= = =

okno | | ¥ Nakresna =

%

Bod

i@ A=(3.35264)
@ B-(4.19,-3.49)
@ C=(4.04,331)
@ D=(251.74)
@ E=(-3.74,3.04)
Le F=20)
e =20
@ P=(0.68,-1.34)
L@ R=(5,0)
-8 S=(1.34,-0.67)
L@ X=(34,-27)

TaZenim bodu P po kruznici k ziskate body hyperboly,
napfiklad A,B,C,D,E.

KuZelosedka
~@ h:-11149.52x" + 76X y +13944.12y"
L@ K(k+2Pey=9
- Piimka
@ a:134x+268y=-268
Lo d:-1.32%-1.34y = 0.87

3 4 5 6 7 B a 10 11 12 13

Usetk: s - s 5
+ OSE|;=E1M Pomocibodu R, F,, F, miZete ménit polomér a polohu
. kruZnice vzhledem k bodu F, a timi parametry hyperboly h.

o B o & ]
Obr. 7 — Konstrukce hyperboly pomoci dané kruzZaiggiho vjSiho bodu (5)

Nyni dokédzeme, Ze hledanym geometrickym mistent dkut&éné hyperbola.

5.1 Tvrzeni
Geometrickym mistem bdad(mistem bod dané vlastnosti), které maji stejnou vzdalenost od

dané kruznicek ( F;|F,R) a jejiho vigjsiho boduF, je hyperbola.
Diikaz

1) Na kruznicik zvolime libovolny bodP, tj. POK(F;|RR).

2) Vytvorime useéku PF,.

3) Sestrojimeo osu uséky PF,, kde bod{ S} = on PF.
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4) Vytvotime bod X , pro ktery plati, Ze je psesikem gimky F,P a osyo, tj. { X} = FPn o.

Protoze trojuhelnik]PF,X je rovnoramenny, nelﬁo|PX|:||:2X|, pak absolutni hodnota
rozdilu vzdalenosti boduX od dvou pevé zadanych ba#l F,F, je rovna polonru zadané
kruznice, 1j.| XF| ~| XFJ| =|| XF|-| XA =| EB= konstPodle definice hyperboly z Gvodianku je
bod X bodem hyperboly.

6 Konstrukce hyperboly jako mnoZziny s¥edi kruznic, které se dotykaji dvou kruZznic,
jejichz vzdalenost stedu je vétSi nez sodet jejich poloméri

Pti feSeni této Ulohy jagnvynikne vyhoda pouZiti Geogebry, nélsiai zkonstruovat § bodi
dané vlastnosti a jimi prolozit hledanou kuzZeldse v tomto gipads hyperbolu.

Nékdy mizeme téZz vyuzit stdové a osové sowmosti hyperboly, pokud znameiesti nebo
osy soundrnosti hyperboly.

Na obou nasledujicich obrazcich jsou provedetfiyady toho, Ze hledanym geometrickym
mistem bod dané vlastnosti je hyperbola.

VSimnéte si, Ze obrazek 8 popisuje stav, kdy hledanarkecezse dotyka zadanych kruznic

a) zvenku (vrjSi dotyk),

b) zevnit (vnitini dotyk).

k1(S1; 1) ka(S2; r2) k(X; r); 1Y 1)

Vnéjsi dotyk - prava vétev hyperboly h

|S1X]| =71+ 73 [SeX| =10+ 15

[|S1X]| — |SeX]|| = |ri+r—ro—7]=|r1—12

5 8 10 I 14 16 18
Vnitini dotyk - leva vétev hyperboly h
[S1Y] =1 — 15 [SoY] =17 — 1y
1S = S2¥1] = " =71 =17 o] = [ra— 7| = |ry =72

Obr. 8 - Hyperbola jako mnozinareti: kruznic, které se dotykaji dvou kruznic, jejichdalenost
stredi je wtSi nez sodet jejich polordrii (6)

Obrazek 9 popisuje kombinace &&iho a vnitniho dotyku hledané kruZznice k zadanym
Kruznicim.
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k1(S1; r1); ka(S2; r2); k(X r); 1Y 1)

Vnéjsi-vnitini dotyk - prava vétev hypeboly h

[S1X]| =71+ 75 |SoX| =7 — 1

[1S1X] = [SoX]|| = [r1 41— 1+ 1o = |11+ 79
Vnéjsi-vnitini dotyk - leva vétev hypeboly h
ISV = 1" — 43 [SoY] = 1 47

[1S1Y] = [SoY]| = |[r" — 11 — 7" — 1o = =711 — 12| = |11 + 79

Obr. 9 - Hyperbola jako mnozinareti: kruznic, které se dotykaji dvou kruznic, jejichdalenost

stredi je wtSi nez sodet jejich polondrii (7)

Oke predeslé ulohy umaitiji pomoci Geogebry artstdoSkolskych znalosti geometrieregit

tzv. 10. Apolloniovu uUlohu v nejobegsim zadani, kde hledame kruznici, dotykajici #e t
zadanych kruznic (obeé&r8 reSeni).

Zavér

Clanek je porickou pro konstrukci uloh, které vedou na pouZithénpoly jako mnoZiny bad

dané vlastnosti. Ulohy tohoto typu jsou bez pougtibdného software zdlouhavé, besné,
negehledné, a tim i obtiZteSitelné.

Geogebra je pré&vhodnym softwarem, ktery za nas vykona tatonost a zpistupnitadu

konstrukci, které jsou vhodné a snadno provediteh@éstedni Skole.
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