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KONSTRUKCE ELIPSY ODVOZENE Z PROSTORU
CHODOROVA Marie — JUKLOVA Lenka, CZ

Resumé

Clanek je vénovan konstrukcim elipsy ze zadanych prvki. Mezi méné zndmé konstrukce
kuzelosecek patii konstrukce odvozené z prostoru, vétSinou se kuZeloseCky sestrojuji pomoci
ohniskovych vlastnosti nebo na zaklad¢ kolineace mezi kruznici a kuzeloseckou. Konstrukce elips
Vv jednotlivych tlohach jsou feSeny pomoci vztahti odvozenych z prostoru. Ve vSech tlohach zname
stied elipsy a dalsi prvky — body a te¢ny konstruované elipsy. Ke konstrukei elips jsou vyuzivany
fezy na vhodné zvolené rotacni valcové plose, kterd je zobrazena v kdtovaném promitani.

Klicova slova: elipsa, sdruzené pruméry elipsy, fez valcové plochy.
CONSTRUCTIONS OF ELLIPSE DERIVED FROM SPACE

Abstract

This article is devoted to the construction of an ellipse of given elements. Among the less known
construction of the conic section include the structures derived from the space, mostly conic
constructs are made through focus properties or based on collineation between circle and conic.
Construction of ellipses in individual tasks are solved using a relationship derived from space. In all
tasks we know the center of the ellipse and other elements — points and tangents of constructed
ellipse. To constructions of ellipses there are used sections on an appropriately chosen rotating
cylindrical surface which is displayed at the listed projection.

Key words: ellipse, conjugate diameters of ellipse, section of the cilindrical surface.

Uvod

Budeme se zabyvat konstrukcemi elipsy ze zadanych prvkil; ke konstrukcim vyuZijeme fez
rotacni valcové plochy rovinou, pficemz konstrukce provadime v kdétovaném promitani a osa
rota¢ni valcové plochy lezi v primétné, pracujeme v rozsiteném euklidovském prostoru E;. V tiloze
1 ukézeme konstrukci fezu takové rotacni valcové plochy danou rovinou; na uvedenou konstrukci
se v dalSich ulohach budeme odvolavat.

Jedna zuloh vyuziva pii feSeni polarnich vlastnosti elipsy a rotaéni valcové plochy.
Predpokladame, ze Ctenar je seznamen s pojmy pol a polara kuzelosecky, resp. pol a polarni rovina
kvadriky (vice napt. v [2], [3]), V uvodu ¢lanku jsou nékteré polarni vlastnosti pfipomenuty.

1 Polarni vlastnosti

Uvazujme elipsu e a jeji vnéjsi bod P (Obr. 1). Sestrojime-li z bodu P te¢ny k elipse e, pak
ptimka p urcena body dotyku obou teéen je polara bodu P vzhledem k elipse e. Zvolme libovolné
bod Q, Q € p tak, aby byl rovnéz vnéjsim bodem elipsy e. Polara g bodu Q vzhledem k elipse e je
také urcena body dotyku tecen elipsy e vedenych bodem Q. Plati Q € p = P € q. Oznalime R =
p N q. Potom piimka r = PQ je polarou bodu R vzhledem k elipse e. Trojuhelnik PQR je tzv.
polarnim trojuhelnikem elipsy e (vice napt. v [2]).

V jedné z uloh vyuzivame k tfeSeni také polarnich vlastnosti rota¢ni valcové plochy. Uvazujme
rotacni valcovou plochu £ s 0sou o a jeji vn¢jsi bod M (Obr. 2). Z bodu M vedeme te¢né roviny
rotacni valcové plochy. Tyto roviny se dotykaji rotacni valcové plochy podél povrchovych ptimek
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a, b. Pfimkami a, b je urena rovina u, ktera je polarni rovinou bodu M vzhledem k rota¢ni valcové
plose 1.

Obr. 1: Polarni viastnosti elipsy

Rotac¢ni valcova plocha je soumérné podle kazdé roviny prochazejici jeji osou, je tedy soumérna
i podle rovinyp = (0, M). Polarni rovina bodu M vzhledem k 2 je ur¢ena ptimkami a, b, které jsou
soumérné sdruzené podle p, tj. u L p .

Pro kvadriky plati (viz napf. [3]): Ma-li kvadrika singularni body, pak polarni rovina u kazdého
bodu M prostoru (ktery neni singularnim bodem dané kvadriky) vzhledem k dané kvadrice obsahuje
vSechny singuldrni body této kvadriky.! Rota¢ni valcova plocha £ obsahuje bod 0%, ktery je jejim
singularnim bodem. Polarni roviny vSech bodu prostoru riznych od 0% vzhledem k 2 tedy
prochézeji bodem 0.2

Obr. 2: Polarni vlastnosti rotacni vdlcové plochy

Uvazujme rovinu o prochéazejici bodem M, ktera neni rovnobézna s osou o rotacni valcové
plochy. Rovina ¢ protina valcovou plochu 2 v elipse e a rovinu u v pfimce m. Potom m je polarou

! MnoZina singuldrnich bodfi kvadriky se nazyva vrchol kvadriky.
2 Coz pro rota¢ni valcovou plochu £2 znamena, Ze polarni rovina u kazdého bodu M # 0* vzhledem K plose 2

je rovnobézna s osou o plochy £.
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bodu M vzhledem k elipse e. Zvolme bod Q € m tak, aby byl vnitinim bodem elipsy e. Sestrojme
polaru q bodu Q vzhledem k elipse e, zfejmé M € q. Ptimka q lezi v polarni roviné¢ a bodu Q
vzhledem k plose 2 (tedy g = a N ). Bod Q neni singularnim bodem rota¢ni valcové plochy (2,
polarni rovina a bodu Q vzhledem k plose £2 je rovnobézna s osou o plochy, tj. je uréena piimkami
q, t kde t je prasecnice te¢nych rovin plochy 2 vedenych bodem M.

2 ReSené ulohy

Uloha 1 V kétovaném promitani zobrazte fez rotaéni valcové plochy s osou o leZici v 7 rovinou
o = (p?,a), kde p? je stopa roviny fezu a « je jeji odchylka od pramétny. (Obr. 3).

Reseni: Rotaéni valcova plocha, jejiz osa o lezi v primémné m, se v kétovaném promitani
zobrazi jako pas omezeny rovnobézkami a4 a a’q, piimky a, a” jsou povrchové piimky této rotacni
valcové plochy lezici v . Rovina fezu @ je urCena pudorysnou stopou p? a odchylkou a od
prumétny 7. Podle Quételet—-Dandelinovy véty fezem bude elipsa, jejimz primétem bude rovnéz
elipsa, kterou zobrazime pomoci sdruZzenych priméru.

V primétné lezi pidorysna stopa p® roviny ¢ a povrchové ptimky a, a’ dané rota¢ni valcové
plochy. Jeden primér elipsy e s krajnimi body A, A’ bude tedy lezet na pfimce p?, pficemz A =
anp’ A" = a Np°. Tento primér je primérem fezu a soucasné i primérem prameétu fezu.
Najdeme primér PQ k nému sdruZeny.

Obr. 3: Reseni uilohy 1

Vime, zZe dva prumeéry elipsy jsou sdruzené pravé tehdy, kdyz teny v krajnich bodech jednoho
pruméru jsou rovnobézné s druhym pramérem. Piimky a, a”jsou skuteénym obrysem a jejich
praméty aq, a’; zdanlivym obrysem rotacni valcové plochy, elipsa fezu lezi na rotacni valcové
plose, tedy a;, a’; jsou te¢nami prumétu elipsy fezu. Hledame primér PQ elipsy fezu, jehoz prumét
P;Q, je rovnobézny s pifimkami a,, a’;.

Pramér PQ bude lezet v roviné A, kterd obsahuje osu o véalcové plochy a je kolma k primétné m,
tedy jejim primétem je piimka. Rovina A protind danou valcovou plochu ve dvou povrchovych
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piimkach p, p’ a rovinu fezu ¢ v pfimce m. Krajni body P, Q hledaného priméru uréime jako
prise¢iky piimky m s povrchovymi ptimkami p, p’. Rovina A je kolma k primétnég, sklopime ji a ve
sklopeni uré¢ime hledané body P, Q. Piimky p, p’ se sklopi do pfimek, které splynou s prvnimi
praméty pfimek a, a’. Piimku m sklopime pomoci libovolného bodu L, jehoZ z-tovou soufadnici
uréime pomoci odchylky roviny o od primétny.

Uréime sklopené body (P), (Q), (P) = (m) n (p"), (Q) = (m) n (p). Body P, Q; lezi na m,
a P; Q4 je obrazem pruméru PQ. Primét fezu je urcen pruméty sdruzenych praimért A,A’; a P;Q;.

Ptredchazejici ulohy mizeme pouzit k sestrojeni elipsy, kterd je dana tecnou a, stfedem S
a dalsimi dvéma prvky (body, te¢ny, bod a tecna). Pro jednoduchost konstrukce, kterd ovSem
neubird na obecnosti, volime ve vSech nasledujicich tlohach za primétnu rovinu m, kterd bude
ur¢ena teCnou a a bodem S.

Vyuzijeme nasledujici Gvahy: M¢&me danu teénu a elipsy a jeji stied S, k dané te¢né a
sestrojime te¢nu a’ soumérnou podle stfedu S. Rovnobé&Zné pfimky a, a’ mizeme povazovat za
obrysové piimky rotacni valcové plochy s osou o lezici v prumétné  a hledanou elipsu e; za kolmy
pramét elipsy e, v niZ jistym zptisobem urcend rovina ¢ protina rota¢ni valcovou plochu. Abychom
vyjadiili, Ze na kazdy dany prvek pohliZime jako na kolmy primét bodu nebo piimky, pfipojime
predem v dané loze ke kazdému prvku index 1.

Je zfejmé, ze nemuzeme dané prvky volit zcela libovoln€, ponévadz ve vSech tlohach jde
0 sestrojeni elipsy. Aby diskuse kazdé z tloh nebyly pfili§ dlouhé a tim 1 neptehledné, piredepiSeme
danym prvklim jiz v zaddni urcitou vzajemnou polohu. Pfitom budeme mlcky pokladat za
samoziejmé, ze stied elipsy nemiize byt incidentni s jeji te€nou, nebo jsou-li dany bod a te¢na
elipsy, potom nejsou spolu incidentni, apod.

Uloha 2 Sestrojte elipsu, je-li dana te¢na a,, stted S; a body B, C;, které nejsou s bodem S;
kolinearni. (Obr. 4)

Reseni

Rozbor: Sestrojime ptimku a’y, ktera je soumérna s piimkou a; podle bodu §;. Tyto ptimky
jsou pruméty obrysovych ptimek rotacni valcové plochy s osou o lezici v pudorysné . Body B4,
C4 jsou pravouhlé priméty boda B, C této valcové plochy. Bod §4 je pravouhlym primétem stiedu
S jisté elipsy e, ktera je fezem valcové plochy rovinou a. Rovina o je jednozna¢né ur¢ena body
B, C, S. Pravouhlym prumétem elipsy e je Konstruovana elipsa ey.

Konstrukce: Nejprve sestrojime stopu p? roviny ¢. Stopa rovina o prochazi bodem S a dale
bodem M, coz je stopnik piimky BC, ktery uréime sklopenim promitaci roviny této piimky.® Dale
sestrojime primér A;A’; pravouhlého primétu fezu, coz je prumér konstruované elipsy ey,
konkrétné body A;, A’; ur¢ime jako priseCiky teCen a,, a’; Se stopou p?. V poslednim kroku
sestrojime pramér P; Q4 stejné jako v uloze 1.

Diskuse:

a) Jsou-li body B;, C; vnitini body pasu a,, a’y, pak body B, C & m a iloha ma dvé feseni.
Body B, € mohou mit vzhledem k primétné¢ m celkem ctyfi rizné polohy. Prifadime-li
soufadnicim bodii B, C nad primétnou m znaménko (+), pod primétnou m znaménko (—),
pak jsou to tyto pfipady: i) ++, ii) — —, iii) + —, iv) — +. Ze soumérnosti podle primétny
plyne, Ze vzdy dva pfipady (tj. 1) a ii), ii1) a 1v)) davaji jedno feSeni. Na Obr. 4 lezi body
B, C v tomtéz poloprostoru uréeném prameétnou.

b) Je-li jeden z bodd B, C; vnitinim bodem pasu a;, a’; a druhy lezi na a’;, ma tloha jen
jedno feseni.

3 Koty bodil B, C lze snadno zjistit z predpokladu, Ze body B, C lezi na dané rotadni valcové plose. Reseni
zavisi na tom, zda lezi oba v tomtéz poloprostoru ur¢eném prumeétnou, nebo v poloprostorech opacnych.
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c) Lezi-li oba body B, C; na a’, nebo B, lezi na a; a C; lezi na a’;#, nebo je-li jeden z bodi
By, C; vnéj$im bodem pasu a4, a’;, pak uloha nema zadné feSeni.

Obr. 4: Resenti ilohy 2

Uloha 3 Sestrojte elipsu, jsou-li dany dvé& jeji roznob&zné teény a,, by, stted S; a bod C;.
(Obr. 5)

Reseni

Rozbor: Sestrojime ptimku a’y, ktera je soumérna s piimkou a, podle bodu S;. Ptimky a, a'
jsou obrysové piimky rotacni valcové plochy s osou o lezici v pidorysné . Bod C; je pravothlym
prumétem bodu C valcové plochy a by je pravouhlym priamétem jisté tecny b valcové plochy. Bod
S1 je pravothlym primétem stfedu S jisté elipsy e, ktera je fezem valcové plochy rovinou o.
Rovina o je jednozna¢né urcena body C, S a piimkou b. Pravothlym primétem elipsy e je
konstruovana elipsa e;.

Konstrukce: Nejprve sestrojime stopu p? roviny o. Stopa roviny o prochazi bodem S a dale
bodem M, coz je stopnik teény b, ktery uréime ve sklopeni promitaci roviny piimky b do
prumétny 7. Abychom mohli sklopit ptimku b, potfebujeme také urcit z-tovou souradnici bodu R,
ktery je prise¢ikem piimky b s piimkou CS.°

4Body By, C;, S1 jsou nekolinearni.
5 Sklopime pifmku CS, bod S je jeji stopnik, kotu bodu € zname — bod C leZi na valcové plose, ve sklopeni
najdeme kotu bodu R.
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Uvazujme rovinu g kolmou k primétné a obsahujici piimku b. Rovina p protne rotacni
valcovou plochu v elipse g, tenou elipsy g je ziejmé piimka b. Rovinu u sklopime — sklopena
piimka b je teénou sklopené elipsy g prochazejici bodem R, pfimka b se elipsy g dotyka v bodé B.°

Dale postupujeme stejné jako v tloze 1, tj. sestrojime pramér A; A’ pravouhlého primétu fezu,
coz je pramér konstruované elipsy e;. Body A;,A"; uréime jako pruseéiky teen a,, a’y Se
stopou p?. V poslednim kroku sestrojime prumér P;Q, sdruzeny s prumérem A;A’; (opét stejné
jako v tloze 1).

Obr. 5: Reseni uilohy 3

Diskuse:

a) Lezi-li bod C; uvnité rovnobézniku uréeného rovnobézkami a,, a’y a by, b’y, kde b’y je
pfimka soumérna s pifimkou b; podle stiedu S;, a mimo jeho uhlopficky, tloha ma dveé
feSeni (z bodu R lze vést dvé teCny k elipse g, dostavame tak FeSeni pro ruzné polohy
ptimky b a bodu C). Lezi-li C; na jedné z uhloptic¢ek vyse uvedeného rovnobézniku, potom
V jednom ze dvou feseni je ptimka b kolma k 7 a v tomto ptipad¢ je jednim z feSeni Gisecka
e, — uhlopficka rovnobézniku, na niz lezi bod C;. Ze soumérnosti podle m dévaji vzdy dva
piipady jedno feseni. Na Obr. 5 je uvedeno feSeni pro jednu ze dvou riznych teCen elipsy g
(zadna z nich neni kolma k ).

6 Z bodu [R] vedeme te¢nu k elipse [g], dotyka se v bodé [B].
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b) Je-li C; incidentni s jednou z pfimek a’;, b’;, ma tiloha jen jedno feseni.
c) Padne-li bod C; do pruseéiku piimek a’y, b’;, nebo je-li bod C; vn&sim bodem
rovnobézniku uréeného rovnobézkami a,, a’y a by, b’;, pak uloha nema zadné feseni.

Uloha 4 Sestrojte elipsu, je-li dan stfed S; a tii navzajem rtiznob&zné teény a;, by, ¢;
neprochazejici jednim bodem. (Obr. 6)

Reseni

Rozbor: Sestrojime piimku a’y, ktera je soumérna s ptimkou a, podle bodu S;. Tyto pfimky
jsou pruméty obrysovych ptimek rota¢ni valcové plochy s osou o lezici v pidorysné . Pfimky b4,
1 jsou pravouhlé priiméty jistych te€en b a c této valcové plochy. Bod S; je pravouhlym primétem
stitedu S jisté elipsy e, ktera je fezem valcové plochy rovinou ¢ a jejimi te¢nami jsou ptimky b, c,
ob¢ ptimky tedy lezi rovnéz v rovin€ a. Rovina o je jednozna¢né urcena.

Obr. 6: Reseni uilohy 4

Tecna b lezi také v rovin€ £, ktera je kolma k primétné m a protina valcovou plochu v elipse g,
teéna c lezi v roviné y, ktera je kolma k priimétné r a protina valcovou plochu v elipse h.” Elipsy
g, h lezi na kuZelové plose ® s vrcholem W, ktery lezi v pramétné m.2 Rovina o uréena
pfimkami b, ¢ je soucasné¢ tecnou rovinou ke kuzelové ploSe @ obsahujici elipsy g, h. Pravothlym
prumétem elipsy e, kterd je fezem roviny o a valcové plochy, je konstruovana elipsa e;.

" Bod dotyku B, resp. C, pfimky b, resp. c, a elipsy g, resp. h, je rovnéz bodem dotyku piimky b, resp. c,
a valcové plochy.

8 Plati véta: Kazdé dvé riizné kuzelose€ky kvadriky lezi na dvou kuZzelovych plochach. Spojnice jejich vrcholl
je polarné sdruzena s prusecnici rovin danych kuzelosecek. Dikaz napt. v [4]. K feSeni vyuzijeme jednu z téchto
kuzelovych ploch. Kuzelosecky g i h jsou soumérné podle 7 a jejich stiedy lezi na ose o valcové plochy, ziejmé
vrcholy obou kuzelovych ploch lezi rovnéz na o.
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Konstrukce: Vrchol W kuzelové plochy & sestrojime jako prisecik ptimek 14 a 23, pticemz
l=a, Nb;,2=a’;Nb;,3=a’;Nc;a4=a;Nc;. Rovina ¢ obsahuje body W a, S které oba
lezi v m, tj. p° = WS. Podle tlohy 1 sestrojime pramér A;A’; pravouhlého prumétu fezu, coz je
pramér konstruované elipsy e;. Body dotyku teéen b; a c; elipsy e; sestrojime stejné jako
v uloze 3. V poslednim kroku sestrojime primér P;Q; sdruzeny s primérem A;A’; stejn¢ jako
v tloze 1.

Diskuse:

a) Uvazujme piimky a’y, b’;, ¢’y soumérné po fadé s teCnami a,, b,, ¢; podle bodu S;.

Je-li Sestithelnik 123456, kde 1 =a,Nb;, 2=byNc;,3=a’1Nb;, 4=a;,Nb’y, 5=
b’y Nnc’y, 6 = a; N ¢’y konvexni, tloha ma jediné feseni.

b) Je-li uvedeny Sestiuhelnik nekonvexni, pak tiloha nema zadné feSeni.

Uloha 5 Sestrojte elipsu, jsou-li dany tfi jeji body A;, By, C; a stfed S; tak, Ze zadné tii body
nelezi v ptimce. (Obr. 7)

Resent

Rozbor: Predpokladejme, ze bod S a néktery z dalSich zadanych bodd, napf. bod A, lezi
VvV primétné . Body A; a S; jsou jejich pravothlé priméty.

Obr. 7: Resenti ilohy 5

Sestrojme bod A’; soumérny s bodem A, podle bodu S;. Body A, A" prochazi povrchové ptimky
a, a’ rota¢ni valcové plochy s 0sou o lezici v i (tj. obrysové piimky), jejich pravothlé praméty a,,
a’y jsou te¢nami hledané elipsy e;. Elipsa e; je pravothlym primétem jisté elipsy e, ktera je fezem
rota¢ni valcové plochy rovinou o. Rovina o obsahuje body A, B, C, S, je jimi jednozna¢né uréena.
Uvazujme bod M = AS N BC, ziejmé M € m, protoze AS € m. Polarni rovina p bodu M
vzhledem k valcové plose je kolma k primétné (valcova plocha je soumérna podle 7). Rovina u je
ziejme rovnobézna s povrchovymi piimkami rotacni valcové plochy, tedy a; Il a’y Il y;.
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Body A, B, A', C lezi vroviné o, lezi na elipse e fezu, a tedy tvoii Gplny Ctyfroh vepsany
kuzeloseéce e. Bod M je vrcholem polarniho trojuhelniku Gplného étyfrohu ABA'C (viz napk. [2]).
Spojnice zbyvajicich vrcholi polarniho trojuhelniku je polara bodu M vzhledem ke kuzelosecce e.
Tato kuZelosecka lezi na valcové plose, polara bodu M vzhledem ke kuzeloseéce e lezi v polarni
roviné p bodu M vzhledem k valcové plose. Bod M lezi také v m, jeho polara vzhledem ke
kuzelosecce e je tedy pravouhlym prumétem p, polarni roviny u. Pravouhlym primétem fezu
valcové plochy rovinou o je konstruovana elipsa e;.

Konstrukce: Sestrojime A’; soumérné sdruzeny s A; podle S; a stopu roviny o, p? = A;S;.
Sestrojime prumét p; polarni roviny u bodu M vzhledem k valcové plose pomoci vlastnosti iplného
Ctyfrohu ABA'C, viz Obr. 7. Jakmile zname u,, mizeme sestrojit v bodech A; a A"y teény a,, a’y;
a; Il a’1. V poslednim kroku sestrojime prumér P; Q; stejn¢ jako v uloze 1.

Diskuse: Uloha ma jediné feseni, nebot’ volbou p° = A;S; je poloha zbyvajicich bodti B a C
vzhledem k primétné m jiz dana (az na symetrii podle m). V naSem piipadé¢ body B, C lezi
V opa¢ném poloprostoru vytatém rovinou 7t .

Zavér

V tuloze 1 je sestrojen fez rotacni valcové plochy v kotovaném promitani, kdy osa valce lezi
v primétné. Tato specialni poloha valcové plochy vzhledem k primétné castecné usnadnuje
sestrojeni samotného fezu. V dalSich tlohach na sestrojeni pozadované elipsy ze zadanych prvki se
misto mnohdy slozitych projektivnich vlastnosti vyuzivad pravé poznatki z prvni ulohy. Tedy
pomoci prostorovych vztaht 1ze efektivné fesit rovinné konstrukce elipsy.
Pro sezndmeni se s anglickou terminologii zakladh deskriptivni geometrie
doporucujeme [5], [6].
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