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VIZUALIZACE DIFERENCIALU FUNKCE
KRIEG Jaroslav, CZ

Resumé

Clanek popisuje jak pomoci GeoGebry geometricky znazornit pojem diferencialu funkce a tim
zptistupnit tento pojem studentim v zékladnim kurzu matematiky na VS. V zavéru ¢lanku je uvedeno
nekolik prikladl na aplikaci diferencialu funkce.
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VISUALIZATION OF DIFFERENTIAL FUNCTION

Abstract

The article describes how to use GeoGebra geometrically illustrate the concept of differential function
and thereby make this concept to students in the basic course of mathematics at the university. The
article concludes with a few examples of the application of differential.

Key words: differential of function, difference, geometric interpretation of differential, freeware
GeoGebra, approximation of function

Uvod

Pojem diferencialu funkce je Casto studentim nejasny nebo dokonce uplné nesrozumitelny
a Vv lepsSim piipad¢ s nim studenti pracuji zcela formaln€ podle definice bez néjaké dalsi ndzorné
predstavy. V Clanku jsem pouzil freeware GeoGebra, ktery je dle mého soudu vhodnym nastrojem
pro objasnéni tohoto pojmu a vytvoteni jeho geometrické predstavy.

1 Diferencial funkce

Vyjdéme z obvykl¢ matematicke definice diferencialu funkce v bodé (KANKA, 2007) resp.
(MUSILOVA, 2009).

Definice Necht' funkce y=f(x) ma vbod& X, vlastni derivaci (fj. existuje f'(X,)eR).

Diferencialem funkce y = f (X) v bod¢ X, pfi zméné argumentu o hodnotu h e R rozumime &islo

df (%, )(h) = F'(x,)-h (1)

Poznamky:
1) Existence vlastni prvni derivace f'(XO) je nutnou a zaroven postacujici podminkou pro
existenci diferencialu v bod¢é X, .

2) Diferencial funkce v daném bod¢ vyjadiuje zavislost zmeény hodnoty funkce na zméné¢ jejiho
argumentu a aproximuje ji jako pfimou imérnost v okoli zvoleného bodu.
3) Vyjdeme-li ze vzorce

o F(%+h) =1 (%)
f'(x%)=Ilim "

h—0
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pro derivaci funkce y:f(x) definované vjisttm J— okoli bodu X,, tj. vintervalu

| =(X,—8;% +5), kde § >0, mizeme tento vzorec prepsat do tvaru

f(%+h)—f(x)
h

= £'(x,)+2(h),

kde Ihingg(h) =0 v uvedeném intervalu I, tj. plati

f (% +h)=f (%)= f'(x)-h+h-z(h).

Pro malé hodnoty |h|# 0 Ize pfiblizn psat

f(%+h)—f(x)0 f'(x)-h.

Sou¢in f'(X,)-h se nazyva diferencial funkce y = f (x) a zna¢i se df (X,) a tudiz mizeme psat

df (3)= 1(3%)-h.

4) Specialné pro libovolny vnitini bod x z defini¢niho oboru dané funkce f , ve kterém existuje
vlastni derivace, piSeme

df (x)=f'(x)-h (1.2)

a protoze pro identickou funkci f (x)=x plati df (x)=1-h=h=dx, nebot' h je ptiristek nezavisle
proménné X .
Obvykle proto zapisujeme diferencial funkce y = f (x) v bod& x ve tvaru

dy =df (x) = f'(x)-dx, (1.3)

coz dava smysl zapisu derivace funkce f jako podilu diferencidlii zdvisle proménné y a nezavisle
proménné x Ve tvaru

, dy df(x
o)== d(x)'

2 Geometricky vyznam diferencialu

Pojem diferencialu funkce y = f (X) v bodé X, 1ze jednoduse geometricky znazornit, jak ukazuje

obrazek 1, ktery v dynamické podobé nalezneme na webovych strankach programu GeoGebra, viz
https://www.geogebra.org/material/simple/id/3113291 (KRIEG, 2016).
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fxg+h) [
'
Ay
dy = df(Xo) = F(Xg).h = 4
Y i
VOA f(xq) ! h=|AD| =8 D | ]
Y . ® -
ol xg xg+ h
1) ¢ervenymi body A a E Ize pohybovat mysi

2) smérnice teény t : k = f'(xp) = tgax = = 0.5,

tedy diferencial funkce f : dy = df(xg) = f'(xp).h =4

df(XQ)
h

3) ptiriistek funkce f: Ay = Af = f(xg+ h) — f(xg) =6

Obr. 1 — Diferencial funkce (https://www.geogebra.org/material/simple/id/3113291)

Vyjdéme z rovnice teény t v dotykovém bod¢ A a sledujme, jak se zméni souradnice Yy bodu
B na te¢né t, pokud jeho soufadnice x vzroste z x, na X, +h.
Smérnicovy tvar rovnice teény je vyjadien vztahem

y=k-x+q,

kde k je smérnice te¢ny, pro kterou plati (viz obr. 1)
k:tgaz%y: (%)

a protoze bod A=[
Yo = f’(xo)‘xo"'q
a tim padem

q:yo_f’(xo)'XO'

Xo’yo]Et’ kde y, = f(X), pak plati

Nyni jiz miizeme zapsat rovnici te¢ny t v nasledujicim tvaru

try="f"(x) x+y,— f'(xX)-X nebo

try—y,="f'(%)-(x—x) anebo

try="~1"(x)(X=%)+ Yo

Ziejm¢ kazdy libovolny bod X = [X, y] et se soufadnicemi X,y vyhovuje rovnici tecny

ty=Yo= (%) (x=%),
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tj. specialné pro bod B = [x0 +h, y] et obdrzime

y—Yo="f'(%)-h.

Rozdil (diference) y —ovych soufadnic bod A a B, které lezi na te¢né t je rovny velikosti Gsecky

BD na obr. 1. Tato specificka diference se nazyva diferencial funkce f , ktery zna¢ime symbolem

df nebo dy a nebo presngji df (x,) (viz definice (1.1) a obr. 1). Oznageni diferencialu symbolem

dy nejlépe vystihuje fakt, ze jsme vysli ze zmén Yy —ovych soufadnic bodi A, B, resp. D,B.
Pouzijeme-li dynamicky obr. 1, pak taZzenim ¢erveného pohyblivého bodu E doleva nazorné

demonstrujeme piimou umérnost diferencialu v zavislosti na velikosti ptirastku h >0 argumentu x
funkce f a zaroven ukazujeme, ze dy[l Ay, coz pii h—>0 znamena, ze Ay-—dy — 0.Zaroven

graficky i pocetné obr. 1 objasiuje fakt, ze Ihlggg(h) =0 a to znamena, Ze nase aproximace je pro
malé h>0 velmi dobra. Jinak feceno S pouzitim vztahu (1.2) , resp. (1.3) aobr. 1 1ze hodnotu funkce
y = f(X) v okoli bodu X, vyjadfit vztahem
f(%+dx)=y,+dy+e,
kde y, = f(X,), dy=f'(x,)-dx, dx=h a & je chyba aproximace, které je pro malé dx=h velmi
mala, tj. Ll_r)rolg =0.

Posouvanim bodu A doprava v dynamickém obr. 1 mizeme ptedeslé zavéry graficky ovéfit pro
rtuzné body dotyku, tj. pro rizné hodnoty smérnice te¢ny v dotykovém bodu A.

Ptislusné vypocty probihaji pfimo v dynamické podobé obr. 1.
3 Uziti diferencialu

a) Derivaci funkce urcujeme jako podil diferencialii veli¢iny zavisle a nezavisle proménné, tj.

dy

y:d_x'

Je-li zavislost proménnych X, y déna dvéma parametrickymi rovnicemi X =(t), y =y (t), pak plati
dx = ¢'(t)-dt,dy =y’ (t)-dt, a proto
Oy _y(O-d_v'(l)
dx ¢'(t)-dt  ¢'(t)
Urceme napriiklad smérnici teény elipsy zadané parametricky x =acost,y =bsint, pak
y':ﬂ:M:_E.Cotg t.
dx -—a-sint-dt a
b) Diferencial dy funkce y=f (X) Casto pouzivame pro stanoveni chyby, které se dopustime,
kdyz pti vypoctu hodnoty funkce uzijeme hodnotu argumentu X s chybou o velikosti Ax. Chyba
o velikosti Ax totiz zpisobi absolutni chybu Ay = f (x+Ax)— f (x) funkéni hodnoty. Prirtistek Ay

nahrazujeme diferencidlem dy = y'dx, ktery je obvykle sndze vypocitatelny (pomoci derivace y')
nez Ay . Cast&ji vak misto absolutni chyby Ay =dy uréujeme relativni chybu jako pomér absolutni
chyby k hodnot¢ funkece, tj.
f'(x
ﬂ = ( )-dx.
y (%)
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Urc¢eme napiiklad, jaké relativni chyby se dopustime pfi vypoctu povrchu, resp. objemu koule,
zmétime-li jeji polomér r s chybou velikosti nejvyse dr .
dS 8zr-dr _dr dv  4zr’.dr _dr
—= —=2—, Iesp. —=———-—=3—,
S nr r \Y v r
takze je-1i relativni chyba v ur¢eni poloméru 1 %, je relativni chyba u povrchu 2 %, resp. u objemu
3 %.

¢) Pomoci diferenciali mtzeme uréit derivaci implicitné zadané funkce F (X, y) =0 tak, ze kazdy

¢len dané rovnice obsahujici X derivujeme podle X a vynasobime dx a obsahuje-li y, pak ho
derivujeme podle y a vynasobime diferencialem dy. Soucet vSech téchto soucinti polozime rovny
nule a z této rovnice ur¢ime d—y =y
X
Uréeme derivaci implicitné zadané funkce x°+y® —axy =0. Podle vyse uvedeného mizeme psat
3x?-dx+3y*-dy—ay-dx—ax-dy =0 anyni vyjadiime hledanou derivaci
,_dy 3x*-ay

dx ax—3y?’

d) V ,.blizkém* okoli bodu 0 muzeme funkci y =sinx aproximovat jejim diferencialem, tj.
d(sinx) =(sinx)'-dx =cosx -dx, specialné¢ pro bod X, =0 je d(sin0)=(cos0)-dx=1-dx=dx = X.
V ,.blizkém* okoli nuly lze funkci y=sinx dobfe aproximovat funkci Yy =X a tato skute¢nost
implikuje, ze
lim2"X g

x—0 X

Zavér
Clanek pfipomind, Ze pojem diferencidlu funkce je z metodického hlediska dobfe geometricky
znazornitelny pomoci programu GeoGebra, ktery je snadno a bezplatné dostupny vSem zajemctim.

Ve vyuce lze vhodné vyuzit ptiloZeny dynamicky obrazek, viz
https://www.geogebra.org/material/simple/id/3113291 (KRIEG, 2016), ktery je téziSt€ém tohoto
¢lanku.

Ve tieti ¢asti ¢lanku je pak text doplnén nékolika piiklady ilustrujicimi uziti diferencialu jako
jedné z aproximacnich metod.
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