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FUNKCE DVOU PROMENNYCH VE 3D NAHLEDU
SMETANOVA Dana - VARGOVA Michaela — BIBA Vladislav, CZ

Resumé

V c¢lanku je prezentovano praktické vyuziti anaglyfii ve vyuce. Tyto slouzi studentim pro lepsi
pochopeni a vizualizaci funkci dvou proménnych. Je zde srovnano zobrazeni funkci pomoci projekce
do roviny (2D nahled) a pomoci anaglyfické projekce (3D nahled).
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FUNCTION OF TWO VARIABLES IN 3D

Abstract

Paper presents practical examples of utilising anaglyphic projection in support of student’s better
comprehension and visualisation of functions of two variables. Paper presents comparison of function
graphical representation projected in flat surface and by anaglyphic projection. In support of better
visualization, these figures were created for students of multivariable calculus.
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Uvod

V bézné praxi se na vysokych Skolach technického sméru setkavame predevSim se studenty
sttednich Skol také technického sméru. Na téchto stfednich Skolach jsou zcela ptirozené
uptednostnény specializované technické pfedméty na tikor predmét teoretického zakladu. Je to nejen
v oblasti hodinové dotace, ale 1 v probran¢ latce.

Tento fakt se u mnohych studentii projevuje v nedostatecné §iti znalosti ziskanych ze stfedni
Skoly. Jedna z oblasti, se kterou maji studenti problémy, je analytickd geometrie. Vznika problém
S propojenim algebraického zapisu funkci a kiivek s jejich grafy.

Neschopnost vizualizace funkci jedné proménné se projevuje 1 u funkci dvou proménnych. Pro
vizualizaci grafi téchto funkci se pouzivaji metody, které vedou na problematiku funkci a kiivek
jedné proménné (napf. metoda fezu — vrstevnic).

Pochopeni tvaru (grafu) funkce dvou proménnych je velmi dalezité pro pochopeni, co vlastné
délame analytickymi metodami a jak tvar funkce ovliviiuje situaci v aplikacnich ptikladech.
Naptiklad se jedné o hledani extremalnich hodnot funkce.

Z tohoto diivodu jsme vytvoftili pro vyuku sadu anaglyft, které zobrazuji grafy funkci ve 3D
nahledu. Cést z takto vytvofenych anaglyfii prezentujeme v tomto ¢lanku. Anaglyfy dalsich funkci
prezentujeme také v [9]. Prostorova znazornéni funkci mohou ¢aste¢né odstranit neschopnost vytvofit
graf funkce jinymi metodami a propojit algebraicky zapis funkce s jejim geometrickym zndzornénim.
Jakym zplsobem funguje anaglyf, je podrobnéji vysvétleno v nasledujici kapitole. K tvorbé téchto
anaglyfl jsme pouzili volné dostupny program GeoGebra, viz (1).

Na VSTE v Ceskych Budgjovicich jsou funkce vice proménnych probirany v pfedmétu
Matematika III. Vytvoiené anaglyfy lze pouzit pro jakykoliv zdkladni kurz matematiky obsahujici
kalkulus funkci vice proménnych.

Vyhody anaglyfi a GeoGebry ve vyuce: (9)

» anaglyfy umoznuji prostorovy 3D nahled, ostatni zobrazeni jsou jen pruméty tfirozmérné

situace do plochy, kvalitnéjsi vizualizace problému

» atraktivni prezentace, nutno nasadit 3D bryle - znaji z kina (3D filmy),

* spojeni s prozitkem néceho neobvyklého,
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* ovladani GeoGebry 3D a tvorba anaglyfii jsou velmi jednoduché (intuitivni) jak pro
vyucujiciho, tak pro studenta,

* GeoGebra umoznuje nahlizet na vytvoreny anaglyf ze vSech stran, zvétSeni ¢i zmenSeni
obrazku, postupnd rotace (je mozné zkoumat tvar funkce detailng),

wove

1 Stereoskopicka projekce a anaglyfy

Anaglyf je jedna ze stereoskopickych technik, ktera umoziuje uzivateli prostoroveé vnimat obrazy,
fotografie, grafy, filmy, mapy a dalsi graficka dila.

Stereoskopicka projekce je z hlediska deskriptivni geometrie dvoustfedové promitani. Vznikaji
dva obrazy, kazdy je promitnut z jiného stfedu. Vzdalenost stfedi promitani je 6,5 cm. Tato
vzdalenost je odvozena od primérné vzdalenosti stfedii o¢i u ¢lovéka. Za pomoci stereoskopické
projekce vytvotfime pro kazdé oko jiny obraz. Prostorovy dojem vznika sloZenim téchto obrazl
v mozku. Objevuje se dojem hloubky, tj. 3D obraz.

Vzdy je potieba zajistit, aby kazdé oko vnimalo jen obraz pro néj ur¢eny. Tedy k obéma obraziim
musime pridat n¢jaké zatizeni na prohliZzeni.

Moznosti jak pracovat se stereoskopickymi technikami je nékolik. Uz v 19. stoleti byla vyuzivana
krabice, na jejiz zadni stran¢ byly dva obrazy. Tyto byly oddéleny ptepazkou a do krabice vedla
2 kukatka. Kazdé oko se divalo na jiny obraz a tim byl ziskdn prostorovy dojem. Po vyndlezu
fotografie byl vyvinut stereoskopicky fotoaparat. Jedna se vlastné o dva spojené fotoaparaty se
vzdalenosti ohnisek 6,5 cm. Pfi zmacknuti spousté jsou zdroven vytvoreny 2 fotografie ve
stereoskopické projekcei.

Dals8i moZnost vyuZiti byly stereoskopické kotoucky. Na kotoucku je 7 dvojic fotografii, které za
pouziti prohlizeCky vytvoifi 7 prostorovych obrazi. Tyto kotoucky byly populdrni zejména
Vv 2. poloviné 20. stoleti. Kotoucky a prohlize¢ky vyrabélo n€kolik firem v rliznych statech a mimo
1 ve svété naleznete na stankach (5).

Jedna z nejznaméjSich a nejpouzivanéjSich stereoskopickych technik je anaglyf. Anaglyfy jsou
opet tvotfeny dvoustiedovym promitdnim. Na rozdil od piedchozich technik jsou oba obrazy
promitnuty na jednu priométnu, kazdy primét je zndzornén jinou barvou.

Nejcastéji se k tvorbé anaglyfi pouziva Cervena a modrozelend (2). K prohlizeni takto
vytvofenych obrazl se pouzivaji anaglyfické bryle. Jedno okénko v brylich m4 modrozelenou barvu
a druhé ¢ervenou. Témito barevnymi filtry odstinime pro kazdé oko jiny primét. Opé€t nastane situace,
7e kazdé oko vnima jiny obraz a ty se slozi v mozku do 3D nahledu.

Anaglyfy jsou v dnesni dob¢ vyuzivany k tvorbé 3D filmi, knih, fotografii, ... Vé&dci je vyuZivaji
k tvorbé map, napt. (6). Maji Siroké vyuziti ve vyuce, viz (4) a (9).

Vzhledem k pokroc¢ilym schopnostem vypocetni techniky lze anaglyfy konstruovat pomérné
snadno. Jednim ze softwaril, ktery umoziuje anaglyfy tvofit pro potfeby vyuky matematiky, je
GeoGebra (1), (4) a (9).

2 Anaglyfy funkci dvou proménnych

V této Casti prezentujeme vytvorené grafy funkci dvou proménnych. Pro srovnani uvadime graf
2D a anaglyf (3D graf). Zamétujeme se takové funkce, které maji né€jaké lokalni extrémy nebo
sedlovy bod.

Problematika hledani extrémti (minima, maxima) popfiipadé¢ sedlového bodu je narocna.
K hledani téchto objektt vyuzivame diferencidlni pocet funkci vice proménnych. Jak najit extrémy
funkci vice proménnych je uvedeno v (3), (7) a (8).
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Vypocet parcidlnich derivaci a postup hledani minim, maxim a sedlovych bodl je velmi
technického razu. Z tohoto diivodu a diky nedostate¢nym znalostem v oblasti analytické geometrie
studenti zanedbavaji geometricky pohled na problém a soustfedi se pfedevsim na techniku vypoctu.
Toto Ize jednoduse napravit atraktivni vizualizaci problém, viz vytvofené grafy funkci.

Jako prvni vzdy uvadime pro srovnani obycejny 2D nahled (primét grafu) a jako druhy vytvoreny
anaglyf (3D pfi pouziti anaglyfickych bryli s cervenym a modrozelenym filtrem).

Piiklad 1: Funkce f;(x,y) = —(x? + y?) + 4 obsahujici jedno lokalni maximum v bod¢ defini¢niho
oboru [0;4].

Obr. 1 — Lokalni maximum (zdroj: autori)

Piiklad 2: Funkce f,(x,y) = x? — y?, ktera nemd extrém, ale ma sedlovy bod v bod& defini¢niho
oboru [0;0].

Obr. 2 — Sedlovy bod (zdroj: autori)

Priklad 3: Funkee f3(x,y) = x> + y2 —Inxy — %mé dvé lokalni minima v bodech [— %; — %], E, %]
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Obr. 3 — Dvé minima (zdroj: autori)

Priklad 4: Funkce f,(x,y) = #}2]:1 ma jedno lokalni minimum [-1;0] a jedno lokalni maximum
[1;0].

Obr. 4 — Dva extrémy — minimum a maximum (zdroj: autori)
Zavér

Anaglyfické zobrazeni funkce dvou proménnych umoziuje prostorovy nahled na tyto funkce.

Jedna se o velice kvalitni vizualizaci, ktera umoznuje ,,uvidét také hloubku®. Pouziti anaglyfickych
bryli je pro studenty atraktivni a ve vyuce neobvyklé. Tedy se jedna o vyuku s prozitkem. Vizualizace
castecné odstrani neschopnost studentl propojit algebraicky zapis s geometrickou predstavou. Také
ilustruje pocetne€ narocny problém hledéani lokalnich extrémi funkce.
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