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METODY A ALGORITMY NA RIESENIE DEFINOVANYCH
ULOH OPTIMALNEHO RIADENIA PROCESOV

HRUBINA Kamil, SR

Resumé

Clanok prezentuje niektoré autorove dosiahnuté vysledky povodného a aplikadného
charakteru, v oblasti matematickej teorie optimalneho riadenia procesov s vyuzitim
informatiky. Je definovand tloha optimalneho riadenia systému prostrednictvom
operatorovych rovnic. Dalej st popisané algoritmy pre numerické riesenie definovanych
uloh optimalneho riadenia procesov s vyuzitim PC.
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METHODS AND ALGORITHMS FOR DEFINED TASKS SOLUTIONS OF
PROCESSES OPTIMAL CONTROL

Abstract

The paper presents some results of original and application character obtained by its
author in the field of mathematical theory of processes optimal control using
informatics. The task of system optimal control using operator equations has been
defined. Algorithms for numerical solution of described tasks of processes optimal
control using PC are also presented.
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1 Uvod

V ostatnych rokoch, v suvislosti s rozvojom vypoctovej a informacnej techniky
sa rozSiruji poziadavky na vytvaranie kvalitativne novych systémov riadenia a to
optimalnych podla vybraného ukazovatel'a kvality resp. viacerych ukazovatelov. Této
skuto¢nost’ predpokladd rozvoj tedrie optimalneho riadenia procesov, systémov. V
tomto vedeckom smere povodné prace vytvorili Bellman, Butkovskij, Lions, Pontrjagin
adalsi, [1, 2, 10, 11]. Cielom prispevku je definovat’ ulohy optimalneho riadenia
procesov, systémov, ktorych matematicky model obsahuje operatorové rovnice. Dalej
uviest’ niektoré metddy rieSenia a stru¢nu charakteristiku ich algoritmov.

2 Niektoré pojmy z tedrie optimalneho riadenia
Tedria optimalneho riadenia deterministickych systémov je budovana na tychto
pojmoch:
1. Riadeny systém je prezentovany operatorom A (operdtor A nazyvame modelom
systému), ktory definujeme.
2. Riadenie u , resp. funkcia riadenia U , ktora je prvkom z mnoziny pripustnych
riadeni U ,; a jej pdsobenim na systém sa realizuje riadenie.
3. Stav riadeného systému y(u), ktory je definovany pre vybrané riadenie u ako
rieSenie rovnice A y(u) =dana funkcia U, kde 4 je znamy operator.
4. Pozorovacia funkcia z(u)ako vhodna funkcia stavu y(u).
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5. Kriteridlna funkcia (tcelovd) J (u) sluzi na posudenie riadiaceho procesu a je
definovand pomocou hodnét vhodnej funkcie z — ¢(z)20 na pozorovacom
priestore podl'a vztahu J(u)= ¢(z(u)).

Ulohou optimalneho riadenia systému je najst inf J (u) , uelU,

(v podstate ide o ulohu variacného poctu)
Ciel'om teorie optimalneho riadenia je:
a) Ziskat nutné (alebo nutné a postacujice) podmienky extrému,
b) Skumat’ Struktiru a vlastnosti rovnic vyjadrujucich tieto podmienky, v ktorych musi
prirodzene vystupovat’ model 4 ,
c) Zostavit na zdklade modernych principov algoritmy, ktoré umoznuju najst
numerické hodnoty aproximacie riadenia u e U ,, realizujuceho infimum. Takéto

riadenie budeme nazyvat’ optimalnym, [6], [7], [8].

Je zrejmé, ze budovanie tedrie podstatnym spdsobom zavisi od modelu A.
Stadiom vyssie sformulovanych otazok vbodoch a) — c¢) pre pripad, ked A je
obyCajnym diferencidlnym operatorom (pripadne s oneskorenim alebo integralno-
diferencidlnym) sa zaobera teoria vytvorena Pontryaginom [11]; a od inych autorov.

V mnohych aplikdcidch uz zo =zlozitosti riadenych systémov vyplyva, ze
namiesto uvedeného operatora 4 musime skimat operator s parcidlnymi derivaciami
(ide o matematicky model systémov s rozlozenymi parametrami). V tomto smere
povodné prace vytvorili Lions, Butkovskij, [2], [10]. Ind¢ vyjadrené, ide o skimanie
systémov, ktorych stav y(u) sa urCuje ako rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice
s okrajovymi podmienkami a v pripade evolu¢nych rovnic i za¢iatocnych podmienok.

3 Riadenie systémov opisanych eliptickymi parcialnymi diferencidlnymi rovnicami

V tomto prispevku pouzité oznacovanie priestorov, operatorov, ... , je v zmysle
Lionsa, [10].
Nech VaH su dva Hilbertové priestory na R, v ktorych ozna¢me normy

|| . ||Va || . ||H a im odpovedajuce skalarne stciny (( .,.))V a (.,.)H

Nech st dané: priestor riadeni U — Hilbertov priestor (U =) a zobrazenie
BeX (V;V')

Uvazujme systém: fyzikalny, elektricky, mechanicky, ... , ktory je opisany

znamym operatorom 4 € £ (V; V').
Pre kazdé riadenie Ue U stav y(u) systému sa uréi rieSenim rovnice

Ay(u)=f+Bu , y(u)eV. (1)
Okrem toho uvazujeme pozorovanie:
z(u)=Cy(u) 2)

kde C ef,(V;H ), H je Hilbertov priestor. Napokon, najméd pozitivne definitny
hermitov operator N e £(U;U),

(Mu,u), =v|u}, .v>0, VueU 3)
Kazdému riadeniu u €U odpoveda hodnota kriteridlnej funkcie ticelove;j:
)=l v (u)-z,[, +(vu, u), (4)

kde z, je dany element priestoru /. Nech mnozina U, je konvexna a uzavreta v U.

329



Trendy ve vzdelavani 2008
Vyuziti ICT ve vzdélavani a informatika

Uloha optimélneho riadenia v tomto pripade spo¢iva v nijdeni takého riadenia
uelU ,, Ze kriterialna funkcia (4) nadobudne hodnotu

J(u)=inf J(v) (5)

veUp

pri splneni rovnice (1).

Pred aglikéicioll teorie stavového priestoru uved'me este definiciu zdruzenych
operatorov A ,B,C a Ay.

Nech 4" e £(V;V') je operdtor zdruzeny k A , definujme zdruZeny stav
p(v) eV, ktory je rieSenim rovnice

A" plv)=C" A(CHV)-2,) (6)

Dalej nech B* € £(V,U’)je operator zdruzeny k B ; a U’ je dudlny priestor
k U; Ay je kanonicky izomorfizmus zuna u'.

Z teorému [4] vyplyva, ze nutnou a postacujucou podmienkou preto, aby
element U €U, bol optimalnym riadenim, je splnenie nasledujucich rovnic a nerovnic:

Ay(u)=f+Bu (7)
A" p(u)=C"A(Cy(u)-2,) )
(/\{,1 B* p(u)+Nu, v- u)U >0, Veu, )

Mnozina elementov U odpoveda mnozine optimalnych riadeni, ktoré tvoria
konvexnu uzavreti podmnozinu x U ,, [4].

V praktickych aplikdciach na numerické rieSenie su formulované ulohy
optimélneho riadenia popisané parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami urcité¢ho typu,
v ktorych uvazujeme pozorovanie a riadenie, ktoré je definované. Tvar operatora
parcidlnych derivacii vyplyva zo =zadania rieSenej tulohy. Potom pri splneni
predpokladov a podmienok je vytvorena rovnica stavu systému, ktorej operatorovy tvar
v konkrétnom vyjadreni obsahuje parcidlne diferencialne rovnice. Dalej su definované
zodpovedajuce rovnice zdruzeného stavu systému a kritérium optimalnosti.

4 O vybranych algoritmoch

Vieme, ze kazdd uloha optimalneho riadenia systému s rozlozenymi
parametrami je v podstate ulohou neklasického variacného poctu. Pre numerické
rieSenie definovanych tloh autor vytvoril a overil algoritmy z tychto metod:

1. Numerické metddy (algoritmus metdody postupnych aproximacii s vyuzitim

principu maxima, algoritmus zovSeobecnenej metody redukovaného gradientu ZMRG),
[71, [8].
Algoritmom ZMRG méze pouzivatel riesit' definované diskrétne ulohy optimalneho
riadenia systémov. Numerické experimenty ukazali na uspokojivii konvergenciu
algoritmu. Tento algoritmus moZze byt pouzity aj na rieSenie zlozitejSich uloh, napr. na
rieSenie tloh dynamického linedrneho programovania.

2. Iteratné metody linearnej algebry, (algoritmus Jacobiho, Gauss-Seidlovej
a relaxacnej metody).

V praci [4] boli sformulované dve ulohy optimalneho riadenia systému s rozlozenymi
parametrami, v ktorych matematicky model je vyjadreny operatorovymi rovnicami
anerovnicami (ide oriadenie systémov opisanych parcidlnymi diferencidlnymi
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rovnicami, eliptického a parabolického typu). Ak na definované ulohy uplatnime
jednoduchu algebraickt transformaciu, ziskame klasické tlohy. Na rieSenie klasickych
uloh mézeme pouzit’ iterané algoritmy algebraickych metod, ktoré maju ta prednost,
ze silne konverguju k pevnému bodu (ststava rovnic stavového riadenia méa maticu,
ktora je M-maticou). Algoritmus pre kontrolu chyb poskytuje moznost’ predvidat
maximalny pocet iteracii pre dosiahnutie pozadovanej presnosti vypoctu zloziek vektora
riadenia a d’alSich vektorov.

3. Metdédy hierarchickej dekompozicie (algoritmus metddy pripustnych
a nepripustnych rieSeni; a metody zmieSanej).
RieSenie problémov optimélneho riadenia systémov s rozlozenymi parametrami vedie
po diskretizacii matematického modelu, t.j. parcidlnej diferencidlnej rovnice so
zaCiatocnymi a okrajovymi podmienkami na optimalizatny problém o velkych
rozmeroch, ktory vo vSeobecnosti nemdzeme rieSit priamo. Po aplikdcii metody
dekompozicie a hierarchie na rieSeny problém dostaneme tlohu, ktori uz vieme riesit’
algoritmom metddy koordinacie modelov. V monografii st uvedené dve koncepcie
algoritmu metddy koordinacie, [6].

4. Metdéda momentov, (algoritmus /-problému momentov).
V préci [7] su sformulované dve Ulohy optimalneho riadenia systémov s rozlozenymi
parametrami. Je uvedeny vSeobecny postup pouzitia metddy /-problému momentov na
rieSenie variacnej Ulohy optimalneho riadenia v systémoch, ktoré st popisané
parcialnymi diferencialnymi rovnicami. Dalej je vytvoreny algoritmus pre pripad tlohy
druhého radu, na numerické rieSenie tlohy ¢asovej optimalizacie, v ktorej premenné su
bezrozmerné. Algoritmus umoziuje rozsirenie triedy rieSenych tloh vyuZzitim moZznosti,
ktoré poskytuje iteracny sposob riesenia.

5. Metoda konecnych prvkov a jej algoritmus.
V praci [5] je ukdzané, Ze matematicky model procesu opisany bidimenziondlnou
parcialnou diferencidlnou rovnicou je mozné vyjadrit' v tvare funkciondlnej rovnice,
ktorej rieSenie (ak existuje) realizuje minimum funkcionélu. Pre rychlost’ konvergencie
rieSenia rovnice bol odvodeny vztah. Pre minimalizaciu funkciondlov bol aplikovany
variaény princip v spojitosti s metddou konecnych prvkov, ¢im bol vytvoreny G¢inny
nastroj na rieSenie definovanych tloh (vypocet rozloZenia potencialu, rozloZenia teploty
auloh optimalneho riadenia srozlozenymi parametrami). Algoritmom metody
kone¢nych prvkov je mozné riesit’ ulohy stacionarneho a nestacionarneho vedenia tepla
a uloh optimalneho riadenia. Pre aplikéciu algoritmu pouzivatel si moze definovat
kritérium optimalnosti. Pre zarucenie konvergencie funkcionalu k minimélnej hodnote
je potrebné vytvorit’ podprogram na urcenie prirastku riadenia.

6. Algoritmus na baze teorému mini-maxu.
Prinosom vytvoreného algoritmu z metdody mini-maxu a gradientnej metody je
skutoCnost’, ze mdzeme nim riesit’ definovani tlohu optimélneho riadenia systému
s rozloZzenymi parametrami, v ktorych je uvazovany operator perturbacii. Pri rieSeni
konkrétneho problému predpokladame, ze Struktira a parametre systému su zname
z dokumentécie alebo st ur¢ené vhodnou metédou, napr. meranim. TakZe v skuto€nosti
je mozné vytvorit’ matematicky model, ktory je prezentovany sustavou diferencidlnych
rovnic (stavu a konjugovaného stavu) a kriterialnou funkciou, ¢o napokon odpoveda
operatorovym rovniciam, [6].
Pre pouzitie algoritmov v praktickych aplikdcidch je nutné, v pripade poziadaviek na
rychlost apresnost poskytovanych vysledkov, zvazit pouzitie konkrétneho
programovacieho prostriedku vzhl'adom na konkrétny pocita¢ a konkrétnu ulohu.
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Vystavba programov bola realizovana na baze procedur z dovodu SirSich moznosti a ich
pouzitia a moznych Uprav navrhnutych algoritmov v etape ich overovania.

5 Zaver

Clanok obsahuje délezité pojmy z matematickej teérie optimilneho riadenia
procesov, resp. systémov s pouzitim aparatu funkcionalnej analyzy. Formulaciu tlohy
optimalneho riadenia systémov v tvare operatorovych rovnic a popis vytvorenych
algoritmov pre numerické rieSenie definovanych tloh.

Clanok bol vypracovany v ramci rie$enia inititucionalnej ulohy FVT TU Kogice
so sidlom v Presove &. 1/2008 a projektu VEGA MS SR ¢&. 1/4077/07.

6 Literatara

1. BELLMAN, R. Dynamic programming, New York, Princenton University Press, 1967

2. BUTKOVSKU, A. G. Metody upravlenija sistemami s raspredelenymi parametrami, Nauka,
Moskva, 1975

3. HRUBINA K. Optimal control problems for systems with distributed parameters and their
solution using algorithms of numerical methods. Electrical Engineering Journal, r. 43, ¢. 6,
1992, pp. 187-192

4. HRUBINA K. Solving optimal control problems for systems with distributed parameters by
means of iterative algorithms of algebraic methods. Kybernetika a informatika, ro€. 6, €. 1,
1993, s. 48-64

5. HRUBINA K. Optimum control problems for systems with distributed parameters and their
solution using the finite element method algorithm. Journal of Electrical Engineering, r. 44,
No. 1, 1993, pp. 11-20

6. HRUBINA K. Optimal Control of Processes based on the use of Informatics Methods,
Informatech Kosice, 2005, 286 s., ISBN 80-88941-30-X

7. HRUBINA K. — JADLOVSKA, A. Optimal control problems solved by the Application of
Algorithms of Numerical Method, Chapter 26, DAAAM International Scientific Book 2004,
pp. 265-282, Vienna, Austria, ISBN 3-901509-38-0, ISSN 1726-9687

8. HRUBINA K. — JADLOVSKA, A. Optimal control and Approximation of Variational
Inequalitus , Kybernetes, The International Journal of Systems and Cybernetics, MCB
University Press of England, Vol. 31, No. 9/10, 2002, pp. 1401-1408

9. HRUBINA K. Numerické riesenie uloh optimalneho riadenia systémov s rozlozenymi
parametrami vyuzitim algoritmov algebraickych metod. Manufacturing
Engineering/Vyrobné inzinierstvo. FVT TU Presov, €. 2, ro¢. 2007, s. 81-84

10.LIONS, J. L. Controle optimal de systémes gouvernés par des equations aux derives
partielles, Dunod Gautier-Villars, Paris, 1986

11.PONTRYAGIN, L. S. et al Matematic¢eskaja teorija optimal'nich procesov, Nauka, Moskva,
1983

12.ZADEH, L. A. — DESOER, C. A. Linear System Theory. The State Space Approach.
Mc Graw-Hill, 1963

Lektoroval: Doc. RNDr. Ing. Milo§ SEDA, Ph.D.

Kontaktna adresa

Kamil Hrubina, doc. Ing. Mgr., PhD., Katedra matematiky, informatiky a kybernetiky
Fakulta vyrobnych technologii TU v Kosiciach so sidlom v PreSove, Bayerova 1, 080 01
Presov, SR, tel. +421 51 7723 931, fax +421 51 7733 453, e-mail: hrubina.kamil@fvt.sk

332



