Trendy ve vzdelavani 2008
Vyuziti ICT ve vzdélavani a informatika

WYBRANE ASPEKTY KOMPUTEROWEGO WSPOMAGANIA
ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAJNYCH
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Streszczenie

Artykul prezentuje mozliwosci wykorzystania komputerowych aplikacji do
wspomagania obliczen matematycznych, na przykladzie rozwigzywania rownan
rézniczkowych zwyczajnych. Rownania rdézniczkowe pojawiaja si¢ bardzo czgsto w
roznych naukach nie tylko matematycznych, technicznych ale rowniez przyrodniczych i
innych. Stad umieje¢tnos¢ ich sprawnego rozwigzywania jest bardzo istotna.

Stowa kluczowe: komputerowe wspomaganie obliczen matematycznych, Mathematica,
MS Excel

SOME ASPECTS OF THE AIDED COMPUTER SOLVING OF ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract

The article presents the possibilities of utilization of the computer applications to
aid the mathematical calculations, on the example of solving ordinary differential
equations. Differential equations very often appear in various subjects not only in
mathematics, engineering sciences but also natural and different once. Hence the
efficient skills of their solving are important.
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1 Wstep

Roéwnania rézniczkowe zrodzily si¢ z potrzeby opisu otaczajacej nas
rzeczywisto$ci, poczawszy od przyrody, fizyki czy chemii. Dlatego teoria rownan
rézniczkowych stanowi wazny pomost mi¢dzy matematyka a naukami przyrodniczymi.

Artykul prezentuje metody rozwigzywanie wybranych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych  przedstawione na  przyktadzie dwoch  wybranych  aplikacji
komputerowych. Réwnania rézniczkowe bardzo rzadko daja si¢ rozwigza¢ analitycznie,
w zwigzku z tym zdarza si¢ czesto, ze mozna je rozwigza¢ w sposob przyblizony
(numerycznie), za pomocg odpowiednich aplikacji matematycznych.

Rozdziat pierwszy to praktyczne zastosowanie teorii numerycznej w arkuszu
kalkulacyjnym MS Excel. Obejmuje ¢wiczenie rozwigzane metoda Runge-Kutty.
Kolejny rozdzial podaje przepis rozwigzania tego samego rownania rézniczkowego w
programie Mathematica dwoma sposobami: metodg symboliczng i przyblizona.

2 Rozwigzywanie rownan rézniczkowych w arkuszu MS Excel

Pierwotnie arkusze kalkulacyjne byty projektowane z przeznaczeniem przede
wszystkim dla ksiggowych. Aktualnie arkusze s3 jednak réwniez bogatymi w
mozliwos$ci narzedziami obliczeniowymi, nie tylko dla naukowcow i inzynierow, ale
wszystkich wykorzystujacych oprogramowanie komputerowe, w tym ucznidw i
studentow.
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W ponizszym rozdziale jest zaprezentowany przyktad, na podstawie ktérego
mozna nauczy¢ sie jak wykorzystywa¢ Excel do rozwigzywania rdéwnan
rozniczkowych. Jako metode numeryczng wybrano bardzo popularng metode Runge-
Kutty czwartego rzedu.

W metodzie Runge-Kutty kazde kolejne przyblizenie wartosci y,+; zalezy od
warto$ci poprzedniej y,. Formule iteracyjng pokazuje rownanie (1) [2].

Ynr1 =V +%(k1 + 2k, + 2k, +k4),
ky=hf(x,.,).

ky=hflx, +4,p, +1k)
ky=hf(x, +49, +1k,),
k4—hf(xn+hyn+k)

(1)

Przyklad 1 Rozwigzemy rownanie Z—y =x y dla poczatkowej wartos$ci y(O) =1.
X

Rozwigzanie rozpoczynamy od wprowadzenia stosownych komentarzy i
oznaczen (obszar A1:G5 arkusza) pokazanych na rysunku 1. Nastepnie wypetiamy
komorki A6:A11 serig wartosci od 0 do 5 oraz komorki B6:B11wartosciami od 0 do
0,5. Warto$¢ poczatkowa y=1 wpisujemy w komoérce C6 (odpowiada ona yy w
rownaniu (1)). Kolejnym krokiem jest zdefiniowanie odpowiednich formut, do
obliczenia parametrow k,, k,, k, i k,, dla komérek D6, E6, F6 1 G6. Zgodnie ze
wzorem (1) majg postac:
D6:  =h*B6*Co), E6:  =h*((B6 + h/2)*(C6 + D6/2)),
F6: =h*((B6 + h/2)*(C6 + E6/2)), G6: =h*((B6 +h)*(C6 + F6)).
Pierwsza warto$¢ przyblizong y; obliczamy w komodrce C7 za pomoca formuly
=C6+(1/6)*(D6+2*E6+2*F6+G6). Tak otrzymane formuly kopiujemy na pozostaty
obszar. Rysunek 1 przedstawia fragment arkusza z otrzymanym przyblizonym
rozwigzaniem (metoda Runge-Kutty) rownania y'(x)=xy.

A, B C D E F 5 H
1 |Metoda Runge-Kutty
2 |Réwnanie rdzniczkowe dy/dx=xy z warunkierm brzegowym y({1)=1
3
4 h= 0,1
5 [ i y k1 k2 k3 k4 Bitad
5 1] 1] 1 1] 0,005 0005013 001005 0,00000
7 1 0,1 1,005013) 001005 0015151 0015189 0020404 -2 BOGTEE-11
g 2 02 1020201 0020404 002576 0025527 0031381 -2 BE3S7E-10
9 3 0.3 1046025 0031381 003716 0037261 0043332 -1 02275E-09
10 4 0.4 10832587 0043331 0048723 0049367 0056658 -2 B5446E-09
11 5 05 1,133148 -6 S4529E-09

Rysunek 1. Rozwigzanie roOwnania rézniczkowego y'(x) = x y metoda Runge-
Kutty

W celu porownania doktadnos$ci obliczen, wyznaczono na drodze analitycznej
2

doktadne rozwiazanie. Jest nim funkcja y =e? . W kolumnie H obliczono réznice
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pomiedzy warto$ciami przyblizonymi (kolumna C) a doktadnymi. Z obliczen wynika,
ze blad bezwzgledny jest bardzo maty, czyli metoda ta doskonale sprawdza si¢ do
rozwigzywania rownan rozniczkowych. Wykres rozwigzania réwnania z krokiem
h=0,1 przedstawia rysunek 2.

Metoda Runge-Kutty

1,14 4
1,12
1.1 4
1,08 +
1,06 4
1,04 4
1,02

Rysunek 2. Wykres prezentujacy rozwigzanie przyktadu 1 w Excelu

3 Rozwigzywanie rownan rozniczkowych w Mathematica

Istnieje kilka programow matematycznych, ktore potrafia rozwigzywac
symbolicznie 1 numerycznie roéwnania rézniczkowe. Wsréd nich bardzo duzym
powodzeniem cieszy si¢ pakiet Mathematica Stanowi on uniwersalne §rodowisko do
modelowania matematycznego. Pozwala realizowa¢ ro6znorodne zadania: od
najprostszych obliczeh po zaawansowane zagadnienia matematyki wyzszej. Do
znalezienia rozwigzania rownan rézniczkowych zwyczajnych mozemy zastosowac
dwa polecenia DSolve oraz NDSolve.

Instrukcja DSolve rozwigzuje roéwnania rézniczkowe zwyczajne w sposob
symboliczny, za§ NDSolve wykorzystuje metody numeryczne. Ich sktadnie sg
nastepujace:

e DSolve[réwnanie, y[x], X] - podaje rozwigzanie rownania rdézniczkowego ze
wzgledu na y/x/, przyjmujac x jako zmienng niezalezna,

e NDSolve[rownanie, Yy, {x,X i, ¥max ] — T0zWwiazuje numerycznie réwnanie
rozniczkowe ze wzgledu na y, ze zmienng niezalezng x z przedziatu

[ X in > X Rozwigzanie przedstawia za pomoca funkcji aproksymacji

min » max] .

(InterpolatingFunction).
Przyklad 2 Rozwigzemy rownanie z przyktadu 1 wykorzystujac program Mathematica .

n[1]:= DEolwve[{y'[x] == x¥[x], ¥[0] == 1}, ¥, x]
HpSolve[{y'[x] == x¥[x], ¥[0] ==1}, ¥, {x, 0, 0.3}]

Out[1]= {{y—} Flmu:tiu:un[ Ixl, EL: ]}}

Out[z]l= {fv— InterpolatingFunction[{{0., 0.5}, <=1}
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In[z]= ry=sl = Plot[Evaluate[y[x] F. %], fx, 0, 0.5}];
ry=2? - Plot [Exp[0.5x"2], {x, 0, 0.5}]:
Show[ry=1, ry=s2]

1.1
1.0

1.06

l.04

ool o.z o.z2 0.2 .5

Rysunek 3. Rozwigzanie rownania y'(x)= xy(x) w programie Mathematica

4 Podsumowanie

Bardzo czgsto rozwigzywanie rownan rézniczkowych w sposob analityczny jest
dos$¢ pracochtonne lub niemozliwe. W zwigzku z tym, w artykule pokazano jak mozna
wykorzysta¢ okreslone aplikacje komputerowych, by tatwo rozwigzywac rownania. W
przypadku arkusza kalkulacyjnego nalezy skorzysta¢ z okreslonej metody numerycznej,
za$ w zaawansowanych aplikacjach matematycznych mamy dostgpne gotowe polecenia,
ktore znajduja stosowne rozwigzania.

Wybor arkusza kalkulacyjnego Microsoft Excel, jest zwigzany z jego ogromng
popularnoscig. Jest on nauczany na wszystkich poziomach edukacyjnych w Polsce:
poczawszy od szkoly podstawowej a konczac na szkolnictwie wyzszym. Pakiet
Mathematica jest uznanym mi¢dzynarodowym programem, wspomagajacym szereg
obliczen matematycznych ze wszystkich dziedzin dziatalno$ci ludzkiej. Pakiet ten
wykorzystywany jest na zajeciach ,,Aplikacje matematyczne”, ktore prowadzone sg w
Katedrze Matematyki Politechniki Radomskiej. Posiada funkcje, dzigki ktorym, nadaje
si¢ do rozwigzywania rdwnan rézniczkowych zwyczajnych.

W artykule pokazano mozliwosci, jakie stwarzajag programy Excel i
Mathematica, gdy poszukujemy rozwigzania rownania rozniczkowego. Artykul ten ma
stuzy¢ popularyzacji, wérod wyktadowcoéw i studentéw roznych nauk, korzystania z
okreslonych aplikacji komputerowych w celu wspomagania ztozonych obliczen
matematycznych, na przykladzie rozwigzywania réwnan rézniczkowych.
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