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ANALYZA RIESENIA MATEMATICKYCH MODELOV
V DYNAMIKE
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Resumé

V mnohych technickych odvetviach sa pri rieSeni problémov vyuzivaju
vypoctové - matematické modely, ktoré opisuji a skumaji spravanie sa realneho
objektu. Analyza matematického modelu predstavuje rieSenie vytvorenej sustavy
rovnic. Prispevok poukazuje na aplikdciu matematickych poznatkov pre Studentov
technickych univerzit. Konkrétne poukazuje na vyuzitie poznatkov ziskanych v oblasti
diferencialnych rovnic pri rieSeni kmitavého pohybu tuhych telies.

KPicova slova: vlastnd kruhova frekvencia netlmenej a tlmenej sustavy, linedrna
diferencialna rovnica 2. radu, rezonanéna frekvencia, amlitidovo-frekvencna
charakteristika

ANALYSIS OF SOLUTION OF THE MATHEMATICAL MODELS
IN DYNAMICS

Abstract

In many technical branches, computer mathematical models describing and
examining real object behaviour are used during problem solving. Mathematical model
analysis represents a solution of the given system of equations. This contribution
suggests an application of mathematical knowledge for students of technical
universities. In particular, it points at utilisation of knowledge obtained in the area of
differential equations, in solution of the solid body oscillation movement.

Key words: natural circular frequency of undamped and damped of the system, linar
differential equation second level, critical frequency, amplitude-frequency characteristics

1 Uvod

Vypocet roznych technickych parametrov v priebehu technologickych procesov
patri k praci strojnickych, ¢i materidlovo-technologickych inzinierov. V odbornom
technickom vzdeldvani preto predmety ako matematika, fyzika tvoria vedomostnu bazu
pre nadvizujuce predmety. Zvlast’ matematika tak spina uréité $pecifické funkcie pre
odborné predmety a tie zase vytvaraju predpoklady pre pracu v budicej profesii.

Napr. z pohladu mechaniky tuhych telies je doélezitou aplikdciou pre prax
mechanické kmitanie, resp. urCenie parametrov, ktoré charakterizujii kmitavy pohyb
telies, ¢i technologickych systémov. Na urCovanie parametrov kmitajucich telies sa
vytvaraju mechanické a nasledne matematické modely.

Matematické modely predstavuju v tomto pripade linearne diferencialne rovnice.
Prispevok poukazuje na aplikdciu vedomostnej bazy z matematiky v odbornych
predmetoch. Analyzou vytvorenych matematickych modelov ziskavame informécie
0 moznom spravani sa kmitajucich systémoch.
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2 Zostavenie vypoctového modelu jednohmotnej kmitajucej sustavy

Na zaklade vyucovacich ciel'ov predmetu Mechanika tuhych telies by Studenti
mali vediet’ okrem iného vyjadrit’ parametre charakterizujuce kmitavy pohyb telies. Pre
vypocet parametrov potrebuji zostavit dynamicky model a nésledne matematicky
model. Pri zostavovani rovnic matematického modelu vychddzame z pohybovych
rovnic jednotlivych telies systému.

V nasledujucej cCasti je ukdzany princip rieSenia jednej z uloh, ktoré Studenti
rieSia v ramci vypoctovych cviceni v danom predmete. Pri rieSeni prikladov si Studenti
maji osvojit najmi technické myslenie, sposoby a pravidla, ktoré je potrebné
dodrziavat. V nemalej miere si maji uvedomit’ nutnost’ osvojenia si matematickych
poznatkov a schopnost’ ich aplikdcie pri rieSeni konkrétnych technickych problémov.

Obr. 1 predstavuje dynamicky model kmitajucej ststavy sjednym stupiiom
volnosti pohybu. Kmitajica sustava je tvorena homogénnou pakou, hmotnosti m,
konstantného prierezu, na ktort je pripojend pruzina s tuhostou k atlmi¢, ktorého
sucinitel’ linearneho timenia je b. Na ty¢ posobi harmonicka budiaca sila F.
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Metodou zrychl'ujucich sil [1] je zostavena pohybova rovnica pre vypoctovy model
na obr. 2. Sustava kond vynuteny kmitavy pohyb okolo rovnovaznej polohy
prechadzajucej bodom 0, jedna sa o rotacny pohyb.
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Pohybova rovnica:
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IO(p=ZMl-0=§lF—§Z Fk—EZFb,kde (1)
sila v pruzine je: Fy = kx; , (2)
sila v tlmici je: Fj, =b x, , 3)
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harmonicka budiaca sila je: F' = F{y sin(w?), 4)
kde Fy je amplitida budiace;j sily a o je kruhova frekvencia budiacej sily ,

1 je moment zotrvac¢nosti paky vzhl'adom na os rotacie.
Moment zotrvacnosti paky k osi rotacie je dany vztahom [1]:

—_—)—_—= 7 |- =L |=

3 3
_ 2 r_ﬂ 2 g0 ﬂ 2,0 M m ﬂZ
IO—Irdm— err+l_([rdr—l 3 ; 3 9[ (5)
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Vyjadrenie posunuti x;, x, v zavislosti od natocenia ¢:

. X, 2. 2 1
sinp=—=1x, =—Isinp=—Ip, x,=—lp, 6
3
kde pre hodnoty uhlov ¢ <5° plati: sin¢ ~ ¢, priGom ¢ je v radianoch (5° = 0,087
rad).
Pre rychlost’ bodu, v ktorom je pripojeny tlmic plati:
) 1.
Xy = El(p. (7)
Dosadenim (2) az (6) do (1) a uprave ziskame pohybovu rovnicu v tvare:
('|')+£(i)+ﬂ ¢ =iF0 sin(w?) , resp. (8)
m m ml
3F, .
PO+20 ('p+co(2) (p:—losm((ot) , 9)
m

kde o= b pomerny utlm,
2m

|4k . .
®, =.— - vlastna kruhova frekvencia pre netlmenu ststavu.
m

Pre vlastni kruhovu frekvenciu tlmenej ststavy za predpokladu, ze o, >06  plati:

o, = 0f —8 (10)

Rovnica (9) predstavuje matematicky model azhladiska matematického
predstavuje linearnu diferencidlnu rovnicu druhého radu s konstantnymi koeficientami
s pravou stranou.

3 Analyza vypo¢tového modelu — diferencialnej rovnice

Celkové rieSenie - @, (¢)diferencialnej rovnice (9) sa skladd zo vSeobecného
rieSenia homogénnej diferencidlnej rovnice prislichajticej diferencialnej rovnici (9) -
¢ (?) a partikularneho rieSenia diferencialnej rovnice (9) - ¢, (¢) [2]:

O (D=0, +¢,(0). (11)

Homogénnu cCast’ rieSenia diferencidlnej rovnice vo vSeobecnosi mozno napisat’ v tvare:
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p,(t)=e” [C1 cos(w,t)+ C, sin (a)dt)], resp. (12)
oy =i ) el (13)

kde Cj, C; st integra¢né konStanty, ktoré uréime zo zaciato¢nych podmienok.

Pri urceni partikularneho rieSenia vyuzijeme skutoCnost, ze prava strana diferencidlnej
rovnice (9) ma Specialny tvar. Partikularne rieSenie pre tento tvar pravej strany hl'adadme
v tvare:

p,()= A.cos(wt )+ B.sin (wt), (14)

kde A, B su konstanty, ktoré uré¢ime z podmienky, Ze takto navrhnuta funkcia ma byt
rieSenim diferencidlnej rovnice (9). Po Uprave mdzeme partikuldrne rieSenie pisat’ v
tvare :
¢, (1) =C sin(or-9), (15)
V predmete Mechanika tuhych telies byva analytické rieSenie linearnej
diferencialnej rovnice sprostredkované len vramci predndsok. Ucitelia su nuteni
odvolavat’ sa na znalosti a vedomosti z oblasti diferencialnych rovnic, ktoré Studenti
mali ziskat’ v predmete Linearna algebra [3].
Numerické rieSenie je potom taktiez mozné sprostredkovat Studentom len
v ramci prednasok, ktoré sa tym moézu stat’ pre Studentov zaujimavejSie. Zakreslenie
grafov rieSenia @, (¢) homogeénne;j diferencialnej rovnice, partikularneho rieSenia ¢, (¢)

a celkového rieSenie ¢, () umocnuje predstavivost’ a lepSie pochopenie uciva zo strany

Studentov. Analytickym a numerickym rieSenim danej diferencidlnej rovnice zaroven
Studentov upozoritujeme na prepojenie odbornych predmetov s matematikou.

V nasledujucej casti prispevku je ukadzané rieSenie vytvorenej linearnej
diferencialnej rovnice druhého rddu s konsStantnymi koeficientami s pravou stranou
pomocou softwéru Mathematica [4].

Pre konkrétne Ciselné udaje boli v danom programe vyjadrené rieSenia pre (12), (15):

xp (1) =e [0 cos(6,245-1) +0,320256 - 5in (6,245 1) (16)
x, (1) =—0,0460131-sin(20 -t — (-0,110657)) (17)

Jednotlivé Casové priebehy rieseni (12), (15) a (11) st zobrazené na
nasledovnych obrazkoch.
@ n [rad]
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Obr. 3: Casova zavislost natocenia tyce (riesenie homogénnej dif. rovnice) pri
volnom kmitani.
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Obr. 4: Casova zavislost natocenia tyce (partikuldrne rieSenie) pri vyniitenom
kmitani s harmonickou budiacou silou s konstantnou amplitiudou.
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Obr. 5: Casova zavislost natocenia tyce (celkové rieSenie dif. rovnice ) pri
vynutenom kmitani s harmonickou budiacou silou s konstantnou amplitudou.

Z grafov vidime, Ze rieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice s casom
asymptoticky zanikd (obr.3). Tento clen nazyvame prechodovym nestacionarnym
¢lenom vseobecného rieSenia. Druhy ¢len je partikularne rieSenie, vyjadruje ustalené
vynutené kmitanie sustavy (obr. 4) a predstavuje stacionarny ¢len vSeobecného riesenia.
Mozno povedat’, ze po urcitom Case sustava bude vykondvat prakticky len ustilené
kmitanie s amplitudou C a zaciatocnou fazou .

Pre technicki prax maji vyznam mnohé d’alSie parametre, ktoré sa daju
zostavit' na zédklade danych podmienok. V prispevku sme chceli vSak poukézat’ len na
zakladné rieSenie jedného typu diferencidlnych rovnic, a to linearnej diferencialnej
rovnice 2. radu s konStantnymi koeficientami s pravou stranou, resp. prezentovat
ukazku aplikdcie matematickych poznatkov Studentov v odbornych predmetoch
(konkrétne v dynamike).
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4 Zaver

Z analyzy danej ulohy vyplyva, ze matematické vedomosti a zrucnosti su
vyznamnou a dblezitou sucastou rieSenia dynamickych, ale vo vSeobecnosti aj
mechanickych tloh. Studenti by sa v technickych disciplinach mali zamysl'at’ hlavne
nad technickymi principmi a vyznammi, matematicky aparadt by mal byt pre nich
samozrejmostou, rovnako samozrejmostou by mala byt schopnost’ vysledky ziskané
matematickymi metédami interpretovat’ v rieSeni konkrétneho technického problému.

Prispevok sa zaobera jednym z vel'kého poc¢tu problémov dynamiky, pri analyze
arieSeni ktorého je nutné aplikovat’ ziskané poznatky z matematiky. Pre definovani
sistavu je zostavena linedrna diferenicdlna rovnica 2. radu s konStantnymi
koeficientami s pravou stranou a prevedené jej analytické anésledne numerické
rieSenie. Pre ndzornost’ st Casové zavislosti natocenia tyCe pri volnom aj vynutenom
kmitani zostrojené do grafov.

Prispevok prezentuje jeden z mnohych prikladov doblezitého prepojenia
anadviznosti matematickych predmetov s odbornymi predmetmi pri Stidiu na
vysokych Skolach technického zamerania.
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