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NAHRADA NEH,ARMONI’CKYCH PERIODICKYCH SIGNALOV
RADOM ROTUJUCICH FAZOROV

MILLY Miron, SR

Resumé

V prispevku sa vychadza z neharmonickej periodickej funkcie rozvinutej do
komplexného tvaru Fourierovho radu s exponencidlnymi ¢lenmi. Jednotlivé harmonické
zlozky danej neharmonickej funkcie su potom podla pravidiel symbolicko-komplexne;j
metddy nahradzované prisluSnymi rotujicimi fazormi.

Kracové slova: neharmonicka, periodicka, funkcia, fazor, Fourierov rad.

REPLACE OF INHARMONIC PERIODICAL SIGNALS WITH SERIES OF
ROTATE PHASORS

Abstract

In the paper is outing from inharmonic periodical function, developed to the
complex form of Fourier series with exponential elements. The individual harmonic
components of inharmonic periodical function are then under the rule of symbolically-
complex method substitute with corresponding pertinent rotate phasors.
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1 Uvod

Symbolicko-komplexna metoda ma v teoretickej elektrotechnike, elektronike
a radiotechnike vel'ky prakticky vyznam, pretoze vzajomné zlucovanie (s¢itavanie alebo
odcitavanie), ako aj derivovanie a integrovanie dvoch alebo viacerych harmonickych
signalov (v podobe harmonickych elektrickych napéti alebo pradov — ako funkcii ¢asu)
sa podstatne zjednodusi, ak ich nahradime prisluSnymi rotujucimi ¢asovymi vektormi
(rotujucimi fazormi). Princip nahrady danej harmonickej (napr. kosinusovej) funkcie
casu v jej explicitnom vyjadreni:

s() =S, cos(mwt+ep) (1)
prislusnym rotujucim fazorom vyjadrenym v tvare:
S@)=S8,e ™" =8, ¢e%" =85, &, kde S, =S8, e (2)

podrla formalneho matematického predpisu: s(r) —> S(¢)
musi spiiiat’ podmienku, ktora je explicitne vyjadrena vieobecnym vzorcom:
s(t) = Re{ §m’¢ ej“’"t} =S cos(w,t+ @) (3)
Pritom jednotlivé veli¢iny maji nasledujuci vyznam:
T je doba periddy harmonickej funkcie Casu s(?),
f, je opakovacia frekvencia harmonickej funkcie ¢asu s(f), pri¢om f,=1/T,

@, je uhlova opakovacia frekvencia harmonickej funkcie s(¢), pricom w,=2xf,,
@ je pociatocna faza harmonickej funkcie ¢asu s(f) vzhl'adom k ¢asu =0,
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S je velkost’ (amplitida) harmonickej funkcie ¢asu s(z),

m

S,., Je komplexna konstanta (fazor) harmonickej funkcie casu s(7),

S(7) je komplexna néhrada (rotujuci fazor) harmonickej funkcie asu s(f),

2 Fourierov rad a jeho aplikacia vo fazorovom pocte

V odborne;j literatire (napr. v [1]alebo v [3]) je Fourierov rad vyjadreny ako
sucet konStantnej zlozky a nekone¢ného radu redlnych kosinusovych a sinusovych
zloziek periodickej neharmonickej periodickej funkcie ¢asu s(¢) v klasickom tvare:

s(t)=%+z la, cos(net) + b,sin(nwt)|,  kde w =27, &)
n=1
a 1%
xo G b —
pricom: 5 = T-([ s(t) dt, n=1,2,3,.. (5)
2 T 1 2z
a, =—I s(t) cos(nwt) dt = —j s(w,t) cos(nw,t) d(w,t) (6)
T 0 7 0
2 T 1 2z
b == j s(f) sin(new,t)dt = — j s(w,1) sin(not)d(o,t) (7)
T 0 7 0
kde:

T je doba periddy neharmonickej periodickej funkcie s(¢), priCom 7 =1/f,,
f» je opakovacia frekvencia neharmonickej funkcie ¢asu s(¢), priCom f,=f;,
/i je frekvencia zékladnej (1.harmonickej) zlozky neharmonickej funkcie s(7),
@, jeuhlova frekvencia 1.harmonickej zlozky neharmonickej funkcie s(z),

n jerad n-tej harmonickej zlozky neharmonickej periodickej funkcie s(¢),

a,/2 je strednd hodnota neharmonickej funkcie s(#) za celu dobu periody 7,

a, je koeficient kosinusového ¢lena n-tej harmonickej zlozky funkcie s(),
b, je koeficient sinusového Clena n-tej harmonickej zlozky funkcie s(7),

Nakolko v teoretickej elektrotechnike a radioelektronike pri vysSetrovani
elektrickych a elektronickych obvodov vyuzivame symbolicko-komplexnti metodu, pri
ktorej Casové priebehy elektrickych napéti u(¢) a pradov i(¢) nahradzame prislusSnymi
rotujucimi fazormi U (t) a I (¢), je celkom prirodzené, ze pri Fourierovom rozvoji
neharmonického ¢asového priebehu danej periodickej funkcie bude ovel'a vyhodnejsie
vyuzit” komplexny tvar Fourierovho radu s exponencialnymi ¢lenmi. Jeho odvodenie sa
zaklada na platnosti znamych Eulerovych vzorcov:

+j noyt

e = cos (nw,t) + jsin(nw,t) (8)

e’ = cos (nwt) — jsin(nw,t) 9)
Z nich pre funkcie cos(nwt) a sin(nw t) vyplyva:
cos(nawt) = %(e”’”’"t + e‘j"a’l’), sin(nw,t) = _—2‘](e+j”“’" — e‘j”“’") (10)

Dosad’'me ich do povodného (klasického tvaru) Fourierovho radu (4) a vyjadrime
z neho ¢ast’ pod sumou ,, X ““:
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. a — b in a, + b —jn p~ in e~ —jn
[an cos(nwt)+b,sin (na)lt)] = {nT]n R nT]n o wlt:l _ [S+n LS e w]t],

pricom sme oznacili komplexné konStanty:
S = M S = M (11)
+n 2 > -n 2 ’

Z uvedeného je zrejmé, Ze koeficienty S,, a S_, s navzdjom komplexne zdruzené,

—n
W o * . 2 . . . .
takze S_,=S,,. Pomocou nich moZzno Fourierov rad vyjadrit’ aj v komplexnom tvare

s exponencialnymi ¢lenmi:
n=+N

a ks -~ ; ~ . . _ N too .
s(t) = ?0 + z [S+n e’ S, e ‘]nwlt] =1\1/1£1}0 Z S, et _ Z S Rl (12)
n=1 NN =

kde N=0,1,2,3, ..., priCom ¢len a,/2 je obsiahnuty v sume ako ¢len S, pre N =0.

Dalej dosad'me do vyjadreni konstant (11) vztahy (6) a (7) pre vypocet realnych
koeficientov a,, b,, ktoré s nam zname z klasického tvaru (4) Fourierovho radu:

[%j s(t) cos(nw,t) dt —jiTj s(t)sin(no ) dt|  (13)

0 0

o 1 1
S+n 2 [an ] Vl] 2

Po dosadeni a néaslednej uprave postupne dospejeme k vztahom (14) a (15):

T T
S. = LT!;S(I) [cos (new t) — jsin(na,)| dt = lT‘([s(t) et gy (14)

T T
S = iTz[s(t) [cos (ne t) + jsin (neo 1) dt = iTgs(z) et gy (15)

Z vyjadrenia (12) je zrejmé, ze funkcia s(¢) v skutoCnosti predstavuje vektorovy sucet
fazora §_n rotujiceho v zdpornom (—) zmysle, a fazora §+n rotujaceho v kladnom (+)
zmysle otacania. Preto funkciu s(¢) mozno vyjadrit’ nasledujucim spoésobom:

sm=%+Z&WW+Z$WW, pricom §,=S, (16)

n=1 n=1

Cast’ Z S” """ vyrazu (16) teda predstavuje stiGet fazorov vietkych harmonickych
n=1

zloziek rotujucich v zapornom (-), teda v opacnom zmysle otacania, nez to pozaduje

symbolicko-komplexna metoda, apreto ak tato Cast’ z uvedeného tvaru Fourierovho

radu vynechame, dostaneme hl'adanti komplexnu ndahradu obecnej periodickej funkcie

s(t) vsulade so zasadami symbolicko-komplexnej metody, pricom toto priradenie

vyjadrime forméalnym matematickym predpisom:

sty —> 8@ =3 S, e, (17)
n=0
- 1 : a, 17
kde: S =—/|s@e”" dr, pricom S,=8 =—2=—|s()dt, 18
=7 50 P o=Si=5 =750 (18)
3 Zaver

V tomto prispevku sme na zaklade teoretickej analyzy vzdjomnych suvislosti
medzi  klasickym  goniometrickym tvarom Fourierovho radu s kosinusovymi
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a sinusovymi ¢lenmi a komplexnym tvarom Fourierovho radu s exponencidlnymi ¢lenmi
poukézali na niektoré Specifické vlastnosti komplexného tvaru Fourierovho radu, ktoré
zaroven ponukajii moznost' konkrétnej realizacie formalneho matematického predpisu
nahrady obecnej periodickej funkcie ¢asu nekoneénym radom rotujtcich fazorov, a to
v stlade so zdsadami symbolicko-komplexnej metody. Vysledkom tychto uvah vznikol
exaktny matematicky predpis ndhrady obecnej periodickej funkcie ¢asu v podobe suctu
nekoneéného poctu prislusnych rotujucich fazorov s m-ndsobkom zakladnej
harmonickej zlozky o frekvencii f;, ktord sa rovnd opakovacej frekvencii f,
neharmonického periodického signalu.
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