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ZOVŠEOBECNENÁ KONVERGENCIA RADOV 
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Resumé  

Práca sumarizuje základné výsledky o prerovnaniach a zmenách znamienok 
v číselných radoch a radoch v Banachových priestoroch. 
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GENERALIZED CONVERGENCE OF SERIES 
 
Abstract  

This article sumarizes the fundamental results about rearrangements and changes of 
signes in number series and series in Banach spaces. 
 
Key words: serie, convergence preserving, rearrangement, Banach space.  
 
1 Úvod 

Problematika nekonečných číselných radov tvorila vždy jeden zo základných 
stavebných pilierov matematiky. Prvé výpočty určitého integrálu (v tých časoch nazývané 
kvadratúry), pochádzajúce od Archimeda, počítali určitý integrál ako súčet nekonečného radu. 
Pri skúmaní tejto problematiky vyvstane veľmi jednoduchá otázka: Platí aj pre sčitovanie 
nekonečného počtu čísel komutatívny zákon? Ako sa správa rad, v ktorom pri niektorých 
členoch zmeníme znamienka? V tejto práci zhrniem niektoré známe výsledky z tejto oblasti 
pre číselné rady a porovnám ich s najnovšími poznatkami z radov v Banachových priestoroch. 

 
2 Číselné rady 

2.1 Absolútne konvergentné číselné rady 

 Nech   je pevne zvolený  konvergentný rad 

s kladnými členmi, ktorého súčet je 






1
21 ......

n
nn aaaa
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n-tom člene radu. 

Budeme sa zaoberať prerovnaniami tohto radu a znamienkovými zmenami v ňom. 

Označme znakom   NnnP  ,  množinu všetkých permutácií prirodzených 

čísel. Zo základov matematickej analýzy je známe, že  ak  je konvergentný rad 

s kladnými členmi, potom  je aj absolútne konvergentný. Každé jeho prerovnanie   

je tiež konvergentné a má ten istý súčet 
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Všimnime si , ako vyzerajú znamienkové zmeny v tomto rade. Nech je pevne 

zvolený rad s kladnými členmi ktorého súčet je . Znakom  označme 

množinu všetkých postupností   , 
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


1n
n na

 ,..., 21 aaCPSCPS    ,..., 2a1aCPS  aj CPS obsahuje 

všetky postupnosti   . 
nn 1

Pri znamienkových zmenách sa však už nezachováva súčet radu. Ak , 

potom . Označme znakom W  množinu všetkých súčtov všetkých 

radov , kde 
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V  práci   je dokázané, že množina  je symetrická perfektná množina. 9 ,...),( 21 aaW

Ak pre každé prirodzené  platí n nn Ra  , potom    AAaaW ,,..., 21  [8]. 

Naproti tomu ak pre všetky prirodzené  platí , tak už množina  

nevypĺňa celý interval 
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AA, . V tomto prípade je prirodzené položiť si otázku, ako to 

vyzerá s mierou tejto množiny. Odpoveď na ňu nájdeme v práci [9] – mierou množiny 
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2.2 Neabsolútne konvergentné číselné rady 

Prerovnanie konvergentného radu nemusí byť tiež konvergentné. Permutácie, ktoré 
zachovávajú  konvergenciu každého neabsolútne konvergentného radu, charakterizoval P. A. 
B. Pleasant   nasledovne: 7

 Permutácia  n  zachováva konvergenciu každého neabsolútne konvergentného radu 
vtedy a len vtedy, ak existuje také prirodzené číslo M , že pre každé  sa množina Nn

      n  ,...,2,1  dá vyjadriť ako zjednotenie nie viac ako M blokov prirodzených čísel. 

Permutácia, ktorá zachováva konvergenciu každého neabsolútne konvergentného radu, 
zachováva už aj jeho súčet .  5

Všimnime si, ako sa správajú znamienkové zmeny pre neabsolútne konvergentný rad. 
Množina , resp.  už nie je priestor všetkých postupností čísel  ,..., 21 aaCPS  CPS 1 . 
Charakterizácia postupností, ktoré zachovávajú konvergenciu každého neabsolútne 

konvergentného radu, je analogická ako pre permutácie. Postupnosť  patrí do  1nn
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množiny  vtedy a len vtedy, ak existuje také prirodzené číslo CPS M , že postupnosť 
,...n,...,, 21  pozostáva z nie viac ako M  blokov konštánt  2 . 

 
3 Rady v Banachových priestoroch 

Konvergenci radov v Banachových priestoroch je venovaná monografia .  4

Rad  sa nazýva bezpodmienečne konvergentný, ak je konvergentné každé 

prerovnanie jeho členov . 
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Rad  prvkov z Banachovho priestoru sa nazýva perfektne konvergentný, ak 

konverguje rad , kde    je ľubovoľná postupnosť čísel 
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Tak ako pre číselné rady, aj tu je zrejmé analógia radov, ktorých každé prerovnanie 
konverguje a radov, ktoré konvergujú pre každú zmenu znamienok.  

 Pre ľubovoľný rad  prvkov z Banachovho priestoru sú nasledujúce podmienky 

ekvivalentné:  
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O tom, že aj v týchto radoch je pri zachovávaní konvergencie a zmenách znamienok 

členov radu dôležitá absolútna konvergencia, hovoria posledné dve vety. 

XV konečnodimenzionálnom normovanom priestore  je každý bezpodmienečne 

konvergentný rad absolútne konvergentný.  
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Nech X  je banachov priestor a  je bezpodmienečne konvergentný rad. Potom 

množina všetkých súčtov radov , kde   je ľubovoľná postupnosť čísel 
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na
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n  1nn 1 , 

je kompaktná množina v X . (Gel´fand´s). 

 
3 Záver 

Tento článok podáva prehľadné zhrnutie základných výsledkov o prerovnaniach 
a znamienkových zmenách v rôznych typoch radov. Ďalšie výsledky, popisujúce napr. 
topologickú štruktúru množín ,   a možno nájsť v prácach 

. 

,...),( 21 aaW ,...),( 21 aaCPS CPS

     6 ,3 , 1
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