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ZOVSEOBECNENA KONVERGENCIA RADOV
MASAROVA Renata, SR

Resumé

Praca sumarizuje zakladné vysledky o prerovnaniach a zmendch znamienok
v Ciselnych radoch a radoch v Banachovych priestoroch.
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GENERALIZED CONVERGENCE OF SERIES

Abstract

This article sumarizes the fundamental results about rearrangements and changes of
signes in number series and series in Banach spaces.

Key words: serie, convergence preserving, rearrangement, Banach space.

1 Uvod

Problematika nekonecnych ¢iselnych radov tvorila vzdy jeden zo zékladnych
stavebnych pilierov matematiky. Prvé vypocty urCitého integralu (v tych Casoch nazyvané
kvadratary), pochéddzajice od Archimeda, pocitali urcity integral ako sti¢et nekone¢ného radu.
Pri skimani tejto problematiky vyvstane velmi jednoduchéd otazka: Plati aj pre s¢itovanie
nekonecného poctu Cisel komutativny zakon? Ako sa sprava rad, v ktorom pri niektorych
¢lenoch zmenime znamienka? V tejto praci zhrniem niektoré zname vysledky z tejto oblasti
pre Ciselné rady a porovnam ich s najnov§imi poznatkami z radov v Banachovych priestoroch.

2 Ciselné rady
2.1 Absolutne konvergentné ¢iselné rady

o0
Nech Zan =a;+ay+..+a,+.. je pevne zvoleny konvergentny rad
n=I
s kladnymi ¢lenmi, ktorého stucet je 4. Vyraz R, =a, . +a,,» +... nazgvame zvyskom po
n-tom ¢lene radu.

Budeme sa zaoberat’ prerovnaniami tohto radu a znamienkovymi zmenami v fiom.

Oznaéme znakom P ={z(n),n € N} mnozinu vietkych permuticii prirodzenych

o0

¢isel. Zo zakladov matematickej analyzy je zname, Ze ak Zan = A je konvergentny rad
n=1
o0
s kladnymi ¢lenmi, potom je aj absolutne konvergentny. Kazdé jeho prerovnanie Za”(n)
n=1

je tiez konvergentné a ma ten isty sucet 4.
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o0
Vsimnime si , ako vyzeraju znamienkové zmeny v tomto rade. Nech Zan je pevne
n=1
zvoleny rad skladnymi Glenmi ktorého siuet je 4. Znakom CPS(aj,a;,..) ozname

o0

o8}
uel> €n =71, pre ktoré rad Zgnan konverguje

n=1

a CPS:ﬂCPS(al,aZ,...). Je zrejmé, Ze v tomto pripade CPS(al,az,...) aj CPS obsahuje

mnozinu vSetkych postupnosti {gn}

vSetky postupnosti {gn }OO

n=l"
0
Pri znamienkovych zmenach sa vSak uZ nezachovava sucet radu. Ak Zan =4,
n=1

0
potom Z(— 1)a, =—A. Oznaéme znakom W(aj,a,,...) mnozinu vietkych suétov vietkych
n=1

e 0] o0
radov Za'nan ,kde &, =1 alebo —1a Zan je pevne zvoleny rad s kladnymi ¢lenmi.
n=l1 n=1

V praci [9] je dokazané, ze mnozina W(ay,a;,...) je symetricka perfektna mnozina.
Ak pre kazdé prirodzené n plati a,, <R,,, potom W(al,az,...) = <— A, A> [8].

Naproti tomu ak pre vSetky prirodzené n plati a, > R,,, tak uz mnozina W(ay,a;,...)
nevyplha cely interval <— A,A>. V tomto pripade je prirodzené polozit’ si otazku, ako to
vyzerd s mierou tejto mnoziny. Odpoved na fiu ndjdeme v praci [9] — mierou mnoziny

W(ay,ay,...) je v tomto pripade p(W)= lim 2" R .

n—0

2.2 Neabsolitne konvergentné Ciselné rady

Prerovnanie konvergentného radu nemusi byt tiez konvergentné. Permutécie, ktoré
zachovavaju konvergenciu kazdého neabsolutne konvergentného radu, charakterizoval P. A.
B. Pleasant [7] nasledovne:

Permuticia 7(n) zachovava konvergenciu kazdého neabsolitne konvergentného radu
vtedy alen vtedy, ak existuje také prirodzené Cislo M , Ze pre kazdé ne N sa mnoZina
{7(1), 7(2),..., z(n)} da vyjadrit ako zjednotenie nie viac ako M blokov prirodzenych &isel.

Permutécia, ktora zachovava konvergenciu kazdého neabsolutne konvergentného radu,
zachovava uz aj jeho sucet[5].

Vsimnime si, ako sa spravaji znamienkové zmeny pre neabsolutne konvergentny rad.
MnoZina CPS(al,az,...), resp. CPS uz nie je priestor vSetkych postupnosti Cisel +1.
Charakterizacia postupnosti, ktoré zachovavaji konvergenciu kazdého neabsolutne

konvergentného radu, je analogicka ako pre permutacie. Postupnost’ {gn }le patri do
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mnoziny CPS vtedy alen vtedy, ak existuje také prirodzené cislo M, Ze postupnost
E1»ED 5eer Ey »...pOZOStAVa z nie viac ako M blokov konstant [2]

3 Rady v Banachovych priestoroch
Konvergenci radov v Banachovych priestoroch je venovand monografia [4]

e}
Rad Zan sa nazyva bezpodmienecne konvergentny, ak je konvergentné kazdé
n=1
e 0}
prerovnanie jeho ¢lenov Za”(n) .

n=1

o0
Rad Zan prvkov z Banachovho priestoru sa nazyva perfektne konvergentny, ak
n=1

o0
konverguje rad Z gqa, > kde {g, }2021 je T'ubovol'nd postupnost’ ¢isel +1.
n=1

Tak ako pre ¢iselné rady, aj tu je zrejmé analdgia radov, ktorych kazdé prerovnanie
konverguje a radov, ktoré konverguju pre kazdi zmenu znamienok.

o0
Pre I'ubovolny rad Zan prvkov z Banachovho priestoru su nasledujuce podmienky
n=1
ekvivalentné:

e}
1) rad Z a, konverguje bezpodmienecne
n=1

o0
2) vsetky podrady Zank =a, +ay, +..+a, +..kden <ny<..<m <.

k=1
o0
radu Z a, sukonvergentné
n=1

o0
3) rad Z a, konverguje perfektne.
n=1
O tom, ze aj v tychto radoch je pri zachovavani konvergencie a zmenach znamienok
¢lenov radu dolezitd absolutna konvergencia, hovoria posledné dve vety.

V kone¢nodimenziondlnom normovanom priestore X je kazdy bezpodmienecne

konvergentny rad absolutne konvergentny.
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e}
Nech X je banachov priestor a Zan je bezpodmiene¢ne konvergentny rad. Potom

n=1

o8}
mnozina vSetkych stuctov radov Zgna . > kde {g, };Ozl je T'ubovol'na postupnost’ ¢isel =1,

n=1

je kompaktnad mnozina v X . (Gel fand’s).

3 Zaver

Tento ¢lanok podava prehladné zhrnutie zakladnych vysledkov o prerovnaniach

a znamienkovych zmenach vroznych typoch radov. Dalsie vysledky, popisujice napr.
topologicku Struktaru mnozin W(ay,a,,...), CPS(aj,ap,...) a CPS mozno najst v pracach

1] [31{e].
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