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POZNAMKA K VYUZITIU NORMY GRADIENTU
ABAS Marcedl, SR

Resumé

V pripade Ze gradient funkcie je v ngjakom bode nenulovy vektor, tak tento vektor urcuje
smer najvacsieho prirastku funkcie v tomto bode. V prispevku ukaZzeme, ako sa da tento smer
urcit’ aj v pripade Ze gradient je nulovy vektor ato iba s pomocou vedomosti ktoré uz Studenti
pri vyucbe skalarnych avektorovych poli ziskali.

KPacové slova: gradient, norma vektora, smer najvacsieho prirastku.
A NOTE ABOUT THE NORM OF GRADIENT

Abstract

If the gradient of afunction is non-zero in apoint, it can be interpreted as the direction in
which the function changes most quickly. In this contribution we show that there is
apossibility to establish the direction even if the gradient is zero and that this can be done
with knowledge which students have it their stage of study.

Key words: gradient, norm of vector, the direction of the maximum rate of change.
1 Uvod

Nech je dana funkcia f(x,y) dvoch premennych anech A=[a,,a,] je negjaky bod
leZiaci v defini¢nom obore tejto funkcie. Nech funkcia f (x,y) mé v nejakom okoli bodu A
parcialne derivacie podlaoboch premennych anech | = (I,,1,) je nejaky nenulovy vektor
umiestneny v bode A . Potom cislo
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grad (). Vyuzitim definicie skalarneho sucinu vektorov, zistime, ze ak v bode A plati

pricom [

Zegrad ((A)) = 0, tak gradient urCuje smer najvécsicho prirastku funkcie v tomto bode.
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2 Urcenie smeru najvicsieho prirastku pomocou gradientu

Priklad: Vypod¢itajte smer najvicsieho prirastku funkcie f(x,y)=x*+4y? v bode
A=[10] av bode B =[0;1].

RieSenie: Vieme, Ze ak je gradient dang) funkcie v bodoch A a B nenulovy,
bude rovny préve smeru najvicsieho prirastku funkcie f(x,y) v tychto bodoch.

Pocitajme: % ~2x a % —8y. Plai teda, e grad(f(A))=2i =(20)=0

agrad(f(B))=4] = (0;4) = 0. Smer najvicsieho prirastku funkcie f(x,y)=x?+4y? v bode
A=[10] je tedavektor (20) avbode B=[0;] je to vektor (0;4).

Funkcia f(x,y) =x*+4y® je velmi jednoducha — ak ju prepi®eme do tvaru
2 2

f(X,y) = i—z + (Z? vidime, Ze sajedna o elipticky paraboloid s ,vrcholom* v bode [0;0;0] .
2

Body A'=[101] a B'=[0;4;1] satedanachédzaji natomto elipsoide vo vyske 1. V oboch

pripadoch lezia gradienty (smery najvacsieho prirastku funkcie) na polpriamkach s poc¢iatkom

vbode [0,0] - smer grad(f(A)) je totozny so smerom vektora [0;0]-[10] asmer

grad (f(B)) je totozny so smerom vektora [0;0] - [0;1].

3 Urdenie smeru najvicSieho prirastku pomocou normy gradientu

Priklad: Vypod¢itajte smer najvicsieho prirastku funkcie f(x,y)=x*+4y? v bode
C =[0;0].

RieSenie: Z predchéadzajiceho prikladu vieme Ze grad(f(x,y))=2xi +8yj a preto
v bode C =[0;0] plati Ze grad(f(C))=(0,0)=0. To znamena Ze gradient teraz nembzeme
interpretovat’ ako smer najvacsieho prirastku funkcie atento smer tedamusime urcit’ inak.
Mozeme postupovat’ pomocou nasledovne;j uvahy. Nech

C(e,a) =[c, +ecosa;c, +eSnal, e >0,a € <O; 27) st body z okoliabodu C - sii to body
nakruznici opolomere ¢ >0 so stredom vbode C. Lahko zistime, ze pre ¢>0 je
grad (f(C(e,a))) = 2 cosai +8¢sinaj nenulovy. Ako ale zistit, pre ktory uhol a bude
tento vektor maximalny? Zostrojime funkciu g(g, a) (ktoré bude samozrejme zavisiet’ aj od
funkcie f aod polohy bodu C), ako normu gradientu funkcie f v bode (bodoch) C(g,a).
Je zreimé Ze pre pevné ¢ > 0 bude smer najvicsicho prirastku funkcie totozny suhlom « pre
ktory  funkcia g(g, a) nadobudalokdny extrém (maximum). V naSom pripade
9(e,a) = 4% cos? @ + 642 Sin? o = 264/c0s” @ +168in% @ = 264/1+15sin% . Pretoze
agle,a) 5.1 30sina cosa

oa 2 \1+158n° «

maximum pre « :% aa= 37” (pre o =0 a a = 7 nadobuda funkcialokalne minimum).

funkcia g(e,a) bude pre pevné ¢ >0 nadobudat’ lokédne

Ak sateraz & bude blizit knule vidime, Ze smer najvdéSieho prirastku funkcie
f(x,y)=x*>+4y? vbode C=[0,0] budi vektory (01) a(0-1). KedZze vieme, Ze
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funkcia f(x, y) je vlastne elipticky paraboloid v ktorého rezovych rovinach z =k vznikagu
elipsy skratSou poloosou leZiacou naosi O, vysledok bol ocakdvany.

4 Zaver

V ¢lanku sme si ukazali, ako je mozné, pomocou pomerne elementarnych Uvah
avedomosti ktoré Studenti naich stupni Stidiamaju, vypocitat’ smer najvacsieho prirastku
funkcie g v pripade Ze to pomocou beznel metédy nie je mozné.
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