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TRANSFORMACIE TROJNYCH INTEGRALOV
LISKA Vladimir, SR

Resumeé

Substituéna metéda do viacrozmernych integralov je G¢innym nastrojom pre ich vypocet, ale
jej rutinné aplikdcia moze viest' ku zdlhavym vypoctom. Tuto skutocnost’ prezentujeme na
priklade trojného integralu, kde elementarnou oblast’'ou je kuzel’ s 0sou simernosti o, .

Klicova slova: trojny integral, Fubiniho veta, cylindrické stiradnice.

TRANSFORMATION THREE-DIMENSIONAL INTEGRALS
Abstract

Substitution Method to multidimensional integrals is a powerful tool for calculating them, but
its routine application can lead to lengthy calculations. This fact presents the example of
three-dimensional integral, where the fundamental field is cone with its axis of symmetryo, .

Key words: three-dimensional integral, Theorem of Fubini, cylindrical coordinates.

Uvod
Clanok poukazuje na skutoénost, e vhodné vyuZitie transformécie v trojnych
integralov moze vel'mi vyznamne zjednodusit’ vypocet. Tuto skuto¢nost’ sa pokusime ukazat’
na konkrétnom priklade, kde je zretel'ny rozdiel v zlozitosti vypoctu pouzitim transformacie
do cylindrickych stradnic a vypoctu v kartezianskych stradniciach.
Priklad: Vypocitajte integral ” jzzdxdydz , @& mnozina D je dana nerovnostami
D

7>X*+y*,z2<1.

1 RieSenietransformaciou do cylindrickych siradnic

Transformac¢né rovnice zobrazenia do cylindrickych stradnic:
X=pCOSp, y=pSNp,Z=U

MnoZina D je pouZitim tejto transformécie obrazom mnoziny D™ danej nerovnostami
0<p<2r,0<p<lp<u<l

Toto zobrazenie je prosté aregularne afunkcia f(x,y,z):zzje spojita ateda
integrovatel'na na mnozine D" . Potom plati

27 1 1 2z 1 2z
[[[2?dxdyaz = [[[u? pdedpdu = [ de [ pdp [ udu zijdgojp—p“dp :ijdgo:
D D’ 0 0 P 30 0 10 0

T
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2 RieSeniev kartezianskych stiradniciach
Mnozina D je elementarna oblast’ typu [X, Y, Z] dana nerovnostami:
“1<x<L —A1-x2 <y <1-x2, \/x2+y2 <z<1
Funkcia f(X, Y, Z) =17° je spojiti na meratelnej mnozine D ateda je tam
integrovatelna. Teda plati

112



Trendy ve vzdelavani 2011
Technika, didaktika technickych a prirodovédnych predmétii

Ijjzzdxdydz_4jdx Idy _[ 2dz_—J‘dx I 1- x +y2 X2+ yidy =

X+y
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0

Najskor vypocitame integral |, pouzitim substitu¢nej metody

j ledy Iﬂdx

a

2 2 2
J.\/l— sin?t costdt :j cos? tdt :j%«/l— cos2tdt =
0 0

0

X =9snt
dx = costdt

Integrél 1, mézeme napisat’ v tvare

tac T )/ eyt b R axty ey
! jx+y X +y?dy = de!mdyj;dxj; m dy.

Integrovanie podl'a premennej y budeme realizovat’ metédou neurcitych koeficientov.
Teda

4 2.,2 4
IX T2y +y dy=(Ay3+By2+Cy+DNx2+y2 +k'|.#dy
,X2+y2 [X2+y2
Aby sme urcili koeficienty A,B,C, D, tato rovnost’ derivujeme

x*+2x%y? +y* _ 2 2 2 3 2 \ y k
SN (3Ay? + 2By + C)x? + y® +(Ay® + By? + Cy + D,\/x2 — +\/X2 —
Po Upravéch dostdvame
X* +2x%y% + y* =3Ax%y? + 2Bx°y + Cx* + 3Ay* + 2By® + Cy* + Ay* + By®* +Cy* + Dy + k
Odtial’ porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach dostaneme
4A=13B =0,3Ax? +2C = 2x%,2Bx?* + D = 0,Cx? + k = x*.

RlesenlmsystemUJeA—%B oc_g x?,D= Ok—g x*

Potom pre |, dostavame

1
J‘K yi 4= xyj1/x2+y2+:—;x4ln‘y+ X2 +y?
0

1-x?
} dx =
0

17 .2 2 3¢ 2 2 37 4 1 3 3
gi‘\/l—x (2+3x )dx+§i[x In(\/l—x +1>jx—§'(|;x Inxdx:§I21+§I22—§l23

Integrél 1,, rieSime substitu¢nou metdédou

i\/ﬁzwx Joix

/2 V4

Z . 2 3.
- J'coszt(2+3sm2t)dt = .([Zcoszt+zsm2 2tdt

dx = costdt

2
I1+ cos2t + §(1— cos4t )dt = .
) 8 16
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Integral 1,, najskor upravime pouzitim metody per partes natvar

. u:ln(\/l—x2+1) u'= ] 2_X 2| . ¥
22:Ilen(\/1—x2+1>ix (Sl—x +1)‘/1_X =EI dx.
> o X 54 (W1-x +1)\/1 X2

V' =X V=1
Vyuzitim substitu¢nej metddy dostavame
x = sin(2arctgt)
1 s~ 6
l,, = |dx = cos(2arctgt) 22 =Ej — Sin” 2ardtgt — cos2arctgt ———dt =
t 50(\/1—S|n 2arctgt +1)\/1—sm 2arctgt t+1
(i arcsinx

t? 1Y
}Jl-(sinZZarctgt)3 2 4o %Jl-(t2+lj(t2+lj 64J1- t°
5¢ cos2arctgt+1t>+1 59 t?+1 55(t?+1)f

6

Funkciu f(t)= rozlozime na elementarne zlomky

v
(t2+1)6
t° At+B Ct+D Et+F Gt+H It+J Kt + L

2+ t°+1 (t +1f (t2 +1)f ' (t? +1)° e (t>+1
Konstanty A,B,C...,L vypocitame metodou neurcitych koeficientov, teda dostavame

t® 1 -3 3 -1

1 1 11 @1 @1

647 t° 64 ¢+ 1
Z———dt=—| - dt +3 dt-3 d d
5£(t2+1)6 t 5( l(t2+1) ' It (2 +1f . It (t? +2)° tJrjt (t? +1) t)

ad

~-J,+3J,-33,+1J,).

Integrdly J,,J,,J,,J, vypocitame rekurentnym vzorcom

1 1 2n—1
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1 9f; 1 102 315(1 3n'}
J, = +— Ot=..=———+—| =+ |.
320 10 (tz +1) 3840 480l 4 32

64 7 1(1 3« 1 3«
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lL,=="r+=| ——+—|-=| = |=—
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Potom
Preintegra |, plati

Potom pre | plati

Zaver

Samotna rovnost’ vysledkov dokazuje, Ze oba spdsoby vypoétu prikladu si korektné.
Dost’ zna¢ny rozdiel je vSak v naroCnosti rieSenia. Preto je nutné vychadzat' zo Specifik
kazdého konkrétneho prikladu a ak je to mozné ulah¢it si vypocet pouzitim transformacie, na
¢o je potrebné poukazat’ aj v samotne didaktickej praxi.
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