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POZNAMKY KU NIEKTORYM ZAKLADNYM VLASTNOSTIAM
FUNKCII

MASAROVA Renéta, SR

Resumé
Clanok ukazuje mozné postupy pri definovani monoténnych, resp. konvexnych a konkavnych

funkcii. Poukazuje na najcastejSic chyby a mylné predstavy, ktoré pri nich mgu Studenti
technickych fakudlt. SU v fiom tiez uvedené mozné roz§irenia tejto problematiky.
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THE NOTES ABOUT SOME BASE PROPERTIES OF FUNCTIONS
Abstract

The article describes posible techniques of defining monotone, possibly convex and concave
functions. It points out the most repeated errors and erroneous notion, which are made by
students of technical schools. It includes posible extension of this areatoo.

K ey words: monotone function, increasing convex funkction.

Uvod

Sucastou kazdého zakladného kurzu z matematiky na vysokych &kolach je
vySetrovanie zakladnych vlastnosti funkcii. Niektoré znich sa daju definovat’ réznymi
spdsobmi aje na prednaSajacom, ktory typ definicie vyberie. V praci sl opisané sklsenosti
s niektorymi z nich navysokej Skole technického zamerania.

1 Monoténnefunkcie

Monotdénne funkcie sa najcastejSie definuju nasledovne:

Definiciala. Funkciu f(x) nazyvame rastticou (klesgjicou) naintervale |  D(f), ak
pre Tubovolné dvabody x;,x, e 1 také, Ze x; < x, plati f(x;) < f(xy) (f(x)> f(x,)).

PresngjSi nazov tychto funkcii by bol ostro rastlca, resp. ostro klesgjica. V pripade,
Ze plati f(x;)< f(x,), resp. f(x;)> f(x,), funkcia sa nazyva neklesgjlca, resp. nerastiica na
intervale.

Dalej sa budeme zaoberat’ iba rasticimi funkciami. Pre ostatné typy monoténnych
funkcii by sme mohli postupovat’ analogicky. Ekvivalentnou definiciou k definicii la. je
nasl eduj Uca:

Definicia 1b. Funkciu f:R — R nazyvame rastlcou v bode x, e R, ak existuje také
£>0, Ze pre v3tky xe(xo—&,%y) @ yel(xg.xo+¢) plati f(x) < f(xo)< f(y). Funkciu
f:1 > R nazyvamerasticou naintervae I, ak je rastucav kazdom bode x, €1 .

Tato definiciu mézeme najst v knihe [3], ale ekvivaentna siiou sa nachadza aj
vV uéebnici [2].

Je zregimé, Ze ak je funkcia rasttica na otvorenom intervale 1 =(a,b) , tak je rasttca

v kazdom bode x e | (pre uzavrety interval sav koncovych bodoch berie iba pravé, resp. l'avé
okolie bodu). Naopak to vSak neplati. Ak je funkcia rastica v bode x, € R, nemusi existovat’
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Ziadne také ¢>0, aby bola funkcia rastica na intervale (x, —&,% +¢). Takdto funkciu
uvedieme v nasledujdcom priklade.

Prikladl. Nech f:R — R jedefinovana nasledovne:

Tato funkcia je rastica vbode 0. Ak vezmeme napriklad g:%, potom pre

Tubovolné xa(—l—lo,oj apre lubovolné ye(o,l—loj plati f(x) < f(0)=3< f(y). Ale tao

funkcia nie je rastica na ziadnom intervale (prave naopak, vieme najst’ iba intervaly, na
ktorych je této funkcia klesajica).

Pre Studentov je, podl'a mdjho nazoru, zrozumitelnejsia definicia l1a. Pojem funkcie
rastice) v bode situaciu zbytocne komplikuje. Zvadza k domnienke, Ze ak funkcia rastie
v bode, rastie g v nejakom jeho okoli, o vsak plati iba pre spojité funkcie.

Pri nespojitych funkciach je potrebné upozornit’ Studentov na jednu Casto sa
vyskytujucu chybu: Ak je funkcia rastica na nejakych intervaloch 1;,1,, nemdzeme
automaticky (bez d’al$ich uvah) napisat’, Zze je rastuca na mnozine I, U Il,. Problém m6zeme
vysvetlit’ napriklad takto:

Priklad 2. N§jdite intervaly monotonnosti funkcii f:y=x>ag:y _1 .
X

Pre funkciu f dostaneme: y'=3x? > 0 xe(-,0)U(0,0). Pretoze D(f)=R a
vxeR: f'(x)>0, pricom rovnost nule nastane len v jednom bode, funkcia f(x) je rastiica na
celom R.

Podobne pre funkciu g : y’=—i2< 0= xe(-0,0)u(0,). Ale D(g)=R-{0}, tato
X

funkcia je klesgjlca na intervaloch (—«,0) & (0,0), na mnoZine (-w,0)U(0,0) vak
klesajuca nie je (Casta, hoci nespravna odpoved’ Studentov je, Ze tato funkcia je klesajuca na
celom svojom definicnom obore). Vezmime zdefinicného oboru napriklad body
X =-Lx, =1, x;<x, ae g(x)=-1g(x,)=1 ateda g(x;)<g(x,), t. j. funkcia g(x) nemdze
byt klesajiicana D(g).

Dal§im mylnym predpokladom niektorych $tudentov je, Ze monoténna funkcia musi
byt diferencovatelna. To vSak neplati (sta&i si vziat' funkciu y=%/x). Ovztahu medzi
monoténnostou a diferencovatelnost’ou hovori

Veta (Lebesque) Kazda monoténnafunkcia f :(a,b)— R je diferencovatelna na (a,b)

skoro vade (t. j. aZ namnoZzinu miery nula). [3]

Hoci veta nepatri do osnov technickych fakult, je dobré jej tvrdenie uviest' aspon
v poznamke a v zjednoduSenom tvare.
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Monoténna funkcia nemusi byt ani spojitd, moéze mat spocitatelne vela bodov
nespojitosti (napriklad schodovita funkcia).

Poznamka. Nézvy jednotlivych typov monotonnych funkcii, ktoré si zauZivané
v nasich ucebniciach, nemusia pouzivat’ vsetci autori. Je vhodné Studentov upozornit’, ze sa
v literatire mozu stretnit’ aj sinym nazvosovim. Napriklad v knihe [3] sa pouzival
nasl edujUce definicie:
Nech X =R. Funkcia f: X — R sanazyva
neklesgjlica, ak pre x; < x, plati f(x;)< f(x,)
ostro neklesgjlica, ak pre x; < x, plati f(x;) < f(x,)
nerastlica, ak pre x; <x, plati f(x;)> f(x,)
ostro nerastica, ak pre x; < x, plati f(x;)> f(x,)
prevsetky x;,x, € X .

2 Konvexnéakonkavne funkcie

Tato Cast’ je venovana tzv. typom vypuklosti funkcie — konvexnosti a konkévnosti.
VSetky uvahy budeme robit’ iba pre konvexnu funkciu, pre konkavne funkcie by sme
postupovali analogicky.

Pouziva sa jedna z nasledujcich definicii:

Definicia 2a. Nech | je 'ubovolny interval na ktorom je definovana funkcia f :1 > R.

Funkciu f(x) nazyvame konvexnou naintervale I, ak pre véetky x,ye | také, Ze x <y apre
O<a<ioplati f(Ax+(1-2)y)<af(x)+@-2)f(y).[3]

Definicia 2b. Nech | je 'ubovolny interval na ktorom je definovana funkcia f :1 - R.
Funkciu f(x) nazyvame konvexnou naintervale |, ak pre l'ubovolné tri body z intervalu |
ktoré spifiajii podmienku x <y <z plati f(y)-(z-x)< f(z)-(y=x)+ f(x)-(z-y). [1]

Definicia 2c. Nech x, e D(f). Funkciu f(x) nazyvame konvexnou v bode x,, ak
existuje také okolie O(x,), Ze graf funkcie f(x) lezi vtomto okoli nad doty¢nicou (resp. na
doty¢nici) ku grafu funkcie v bode [x,, f(x,)]. [2] Funkcia f(x) je konvexna na intervale
| = D(f), ak je konvexnav kazdom bode x, <1 .

Pozrime sa na tieto definicie z didaktického hladiska. Definicie 2a a 2b hovoria
geometricky to isté. Funkcia f(x) je konvexna na intervale I, ak na tomto intervale pre
T'ubovolné tri body x <y <z plati : bod [y, f(y)] lezi pod priamkou spéjajticou body [x, f(x)] a
[z, (z)] (tj. graf funkcie leZi pod se¢nicou ). Geometricky vyznam definicie 2c je zrgimy.
Z pohl'adu matematika je asi ,,najkrajSia“ definicia 2a, ktord ma najjednoduchsi tvar, ale pre
vacsinu Studentov techniky je prili§ abstraktnd. Definicia 2b je tiez pochopitelna len vel'mi
tazko. Posledn& definicia je najzrozumitelnejsia, jej nedostatkom je vSak to, ze berie do
uvahy iba diferencovatel'né funkcie. Podl'a nej neur¢ime napriklad konvexnost’ funkcie y = |x|
v bode x, =0.

Pripomeniem eSte jeden podstatny rozdiel oproti monoténnym funkciam. Ak funkcia
f(x) je konvexnd na otvorenom intervale 1, potom je spojita na tomto intervale aexistuje

najviac spocitatel'ne vel'a bodov z intervalu |, v ktorych této funkcia nie je diferencovatel'na.

3]
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Zaver

Vlastnosti funkcii, ktorymi sa ¢lanok zaoberd, st sucastou matematiky na vsSetkych
technickych fakultach. Casto sa vsak (aj pre nedostatok ¢asu), uéia len ,.kucharske recepty®,
ako vypocitat’ jednotlivé priklady. Pre lepSie pochopenie problematiky by vSak bolo dobré
spomentt’ aj nieco viac o tychto pojmoch (aspon v poznamkach alebo v prikladoch).
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