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FLEXE, TORZE A FRENETOV REPER V PROGRAMOVEM
PROSTREDi MATHEMATICA

FAJKUS Martin, CR

Resumé

Clanek je vénovan programu, ktery zobrazuje uZivatelem zadanou prostorovou kiivku
a vypocita flexi a torzi ve zvoleném bod¢ této kiivky. Uzivatel dale mize nechat zobrazit
smérové vektory te€ny, normaly, nebo binormaly v libovolném bod¢ kiivky a pro ndzornost
I malé letadlo letici podél kiivky tak, jak uzivatel plynule méni jeho pozici pomoci hodnoty
parametru kiivky.
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CURVATURE, TORSION AND THE FRENET FRAME IN THE MATHEMATICA
ENVIRONMENT

Abstract

The article is dedicated to a program, which displays a user-defined 3D curve and
calculates the curvature and the torsion at a chosen point of this curve. The user may let
display tangent vector, normal vector and binormal vector at any point of the curve and also,
for a good illustration, a small airplane flying along the curve as the user continuously
changes its position by changing the value of the parameter of the curve.
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Uvod

Matematika jako véda je mnohymi vnimana jako nezdzivné pocitani. Pfitom vypocty
jsou jenom jejimi prostiedky. Podstatou je porozuméni, ke kterému vede predstavivost.
Pocita¢e poméahaji v obojim: urychluji vypocty a diky grafice pomahaji s pfedstavivosti.

Pti studiu diferencidlni geometrie prostorovych kiivek je Casto potieba nacrtnout
ktivku a vypocitat nékteré jeji charakteristiky jako jsou prvni kiivost (flexe), druhd kiivost
(torze), vektory pruvodniho trojhranu (Frenetova repéru) a dalsi. PocitaCovy program,
kterému se vénuje tento ¢lanek, vSechny tyto charakteristiky vypocita a zobrazi. Uzivatel tak
ziska nazornou piedstavu o jejich vyznamu.

Dalsi otazkou mize byt prakticky vyznam téchto charakteristik. Ktivost je pojem dost
intuitivni, kdezto torze skoro neznamy. Pfitom ale pokrouceny kabel, jizda na horské draze
v zdbavnim parku, nebo akrobatické létani jsou zndmy vSem; mnozi S nimi maji i pfimou
zkuSenost. Trojuhelnik s vrcholy v koncovych bodech jednotkovych vektori Frenetova
repéru, nebo malé letadélko a jeho let, ktery si uzivatel mize nechat zobrazit, jsou tedy
nazornou ukazkou kiivosti (jak flexe, tak torze) prostorové kiivky.

1. Nékteré pojmy z diferencidlni geometrie prostorovych kiivek

Prostorova kiivka mlze byt zadand bodovou funkci, parametrickym vyjadfenim,
implicitné, nebo jako prinik dvou ploch. V ¢lanku jsou pouzity vztahy s parametrickym
vyjadienim kiivky, protoZe i popisovany program pracuje s parametrickym vyjadienim.
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I kdyZz se v literatufe nejCastéji jako parametr pouzivad pismeno t, vtéto Casti je
zamérné zvoleno pismeno 7. Je to proto, Ze symbolem t je oznaden smérovy vektor teény
a symbol bez Sipky, tedy t, by mohl piedstavovat normu vektoru t .

Necht je tedy prostorova kiivka zadana nasledujicim vztahem:

F(r)=(p(), () w(r))  zeR 1)
Smérovy vektor teCny se vypocita pomoci prvni derivace, tedy:

t=F (@)= 2@).v'(@) )
Pomoci druhé derivace se ziska vektor

F'(2) = (¢"(2), 2" (2), ¥" (7)) ©)

ktery leZi v oskula¢ni roving, ale obecné nemusi byt kolmy na t . Pokud je vektor (3)
ortogonalizovan, ptedstavuje pak smérovy vektor normaly fi. Ortogonalizaci je mozné ucinit
pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu, nebo jednoduseji tak, Ze se nejprve

pomoci vektorového soucinu vektori (2) a (3) vypocita smérovy vektor binormély b:

b =F'()xF"(7) ()
a vektor i se nasledné vypocita vektorovym souc¢inem vektord (2) a (4):
A=bxf (6)
Kfivosti, tedy flexi a torzi je mozné vypocitat pomoci nasledujicich vztaht:
Flexe: k,(r) = M (7)
F'(7)

(7)) 2 (@) yv'()
9'(r) 2'(0) v'(2)
9"(r) 2"(0) y"(0) ®)

Torze: k,(7) = ) F"(r)|2

2. Popis programoveho kodu

Protoze cilem pftispévku je predstavit program predevsim z pohledu uzivatele, bude
programovy kdd popsan velmi stru¢né. Program se déli na dvé zakladni Casti. V prvni ¢asti je
pfedem zadana kiivka — eliptickd Sroubovice — a jsou provedeny vypocty odpovidajici
vztahiim (2) az (8). Vektory T, fi, b jsou navic je§té normovany.

Druhé c¢ast obsahuje ptikazy, které zobrazuji interaktivni prvky, jako jsou dialogova
okna, zaSkrtavaci policka a posuvnik, dale ptikazy, které zobrazuji grafické prvky, pfedev§im
zadanou kiivku a vektory Frenetova repéru a samoziejmé dalii. Ustiednim piikazem je piikaz
Manipulate[], ktery umoznuje plynulou interaktivni zménu hodnoty zvolené proménné.

Uzivatel muze zadat libovolnou kiivku, samoziejm¢ parametrizovanou danym
parametrem, ktery tak pfedstavuje jednu z globalnich proménnych. Navic pak muize jeste
ménit hodnotu tohoto parametru, a proto musi byt pii zméné hodnoty tento parametr chapan
jako lokalni proménna. To je vyfeSeno pomoci ptikazu DynamicModule[].

3. Popis programu z pohledu uzivatele

Po spusténi programu se objevi panel jako na Obr. 1. Jeho leva cast obsahuje
interaktivni prvky: zaSkrtavaci policka pro volbu zobrazeni daneho objektu a dialogova okna
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pro zadani kiivky (pfedem je nastavena eliptickd Sroubovice) a pocatecni a konecné hodnoty
parametru. Ty jsou piednastaveny na0O a 6.

V pravé casti se nachazi posuvnik pro hodnotu parametru a dialogové okno s jeho
aktualni hodnotou. Déale pak malé panely s hodnotami flexe a torze, které odpovidaji aktualni

hodnoté parametru. ProtoZe tato hodnota lezi v intervalu <0; 67z>, JSOU V obrazové casti

zobrazeny tti zavity zadané Sroubovice.

Flexe a torze prostorové kiivky

Nastav parametrizaci krivky:

2 Cosit], Sn[t], 0.2t} Posouvey, nebo zadej hodnotu parametru t a stiskri Tab

li '—, [
Zadej rozsah parametru t: { }

tmin = [0 L tmax = [ow
Flexe = 1,92308
2abraz:
Toree = 0,
p—I orze 0.0961538

normals T
binormala T~

palygan [

letadlo [

Obr. 1 — Uvodni panel pii spusténi programu

Samotné ovladani programu je velice intuitivni. V hofejsim dialogovém okné v levé
casti mize uZzivatel zménit pfedem zadanou kiivku. Musi ovSem dodrzet syntaxi
programového prostiedi Mathematica, tedy piedev§im vektor ponechat ve sloZzené zavorce,
nazvy elementarnich funkci psat s velkym pocatecnim pismenem a jejich argument psat do
hranaté zavorky.

Ve dvou nasledujicich dialogovych oknech je mozné ménit pocatecni a konecnou
hodnotu parametru. Pieje-li si uZivatel napsat m, musi napsat Pi (opét s velkym pocatecnim
pismenem), nebo pouzit klaves Esc+p+i+Esc.

Velice dulezité je uvédomit si, Ze po zadani hodnot do kteréhokoliv dialogového okna
se nesmi stisknout klavesa Enter, ale Tab.

Zaskrtnutim piislusného policka u napisa tecna, norméla, nebo binormala se zobrazi
dany vektor Frenetova repéru. Je samoziejmé mozné zaSkrtnou tieba i vSechny tfi. UZivatel
tak mize uvidét situaci jako na Obr. 2a.

Zaskrtne-li uzivatel policko polygon, zobrazi se trojuhelnik, jehoZ vrcholy lezi
v koncovych bodech jednotlivych vektori Frenetova repéru. A konec¢né volbou letadlo se
zobrazi malé letadélko, jehoZz podélna osa je orientovana ve sméru teCny, kiidla ve sméru
hlavni normaly a smérové kormidlo ve sméru binormaly.

V pravé ¢asti nahofe muze uzivatel ménit hodnotu parametru a to bud’ plynule pomoci
posuvniku, nebo opét zadanim konkrétni hodnoty do dialogového okna. Pod posuvnikem se
nachazeji dva panely, na kterych se zobrazuje aktualni hodnota flexe a torze.
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V obrazové cCasti se vzdy zobrazuje zadana kiivka se zvyraznénym bodem, ktery
odpovida aktualni hodnoté parametru. Z dalSich vySe popsanych prvkil se zobrazuji pouze ty,
které uzivatel zadal.

Flexe a torze prostorové kFivky Flexe a torze prostoroveé kifivky
Nastav parametrizaci krivky: Nastav parametrizaci krivky:
(2 Coslt} SNt} 0.20) Pesouve], nebo 2ade] hodnatu parametru t a stiskni Tab 2 Coslt] Snit] 0.2t) Posouvej, nebo zadej hodnotu parametru t & stiskni Tab
b J— 11,4605 b J—, 11,5359
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Obr. 2 — Uzivatelem zvolené zobrazeni a) Frenetova repéru, b) letadélka

Zavér

Popsany program muze poslouzit pedagogim pii vyuce diferencialni geometrie
prostorovych kiivek, ale 1 studentim pii studiu této matematické oblasti. Jeho hlavnim
ukolem neni pouhé vypocitani zakladnich charakteristik parametrizované kiivky, ale jejich
zobrazeni. Uzivatel tedy pifimo vidi, jakou kfivku pfedstavuje zvolend parametrizace, jak
vypadaji jednotlivé vektory priavodniho trojhranu a co ptedstavuje kiivost — flexe, nebo torze.

Pocetni dovednosti jsou samoziejmé nezbytné. Proto program rozhodné neni nahradou
pilného studia. Jisté ale ptedstavuje vhodny doplnék pfi studiu, nebo vyuce.
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