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SU TO LEN OBYCAJNE KONSTANTY ALEBO...
TRUBENOVA Jaroslava, SR

Resumé

Predkladany prispevok predstavuje prva Cast’ zo série ¢lankov autorky venovanych
historickym aspektom znamych a Casto pouzivanych pojmov matematiky v prirodnych
a technickych vedach.
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ARE THEY JUST ORDINARY CONSTANTS OR...

Abstract

This article represents the first part of the series of the author’s articles devoted to
historical aspects of the familiar and frequently used mathematical notions in natural and
technical sciences.

Key words: history of mathematics, definition of the golden section constant, construction
and applications of the golden section constant

Uvod

V prirodnych a technickych vedach velmi Casto samozrejme pouzivame rdzne
konstanty — Eulerovo ¢islo, Ludolfovo ¢islo, konstanta zlatého rezu a mnoho inych bez toho,
aby sme videli a poznali historické aspekty a motivy, ktoré k zavedeniu danych konstant
viedli. Z didaktického hladiska je vhodné oboznamit’ Studentov prirodnych a technickych
odborov s historickym pozadim zavedenia jednotlivych konstant. Prispevok sa venuje jednej
z najzaujimavejSej z uvedenych konstant — konstante zlatého rezu.

Zlaty rez (anglicky golden ratio, golden proportion, golden section, latinsky sectio
aurea) je vel'mi zaujimava matematicka konstanta, ktord I'udstvo po staletia fascinuje svojou
vSeobecnostou a harmoéniou. Zlaty rez je najCastejSie vnimany ako idealny pomer medzi
dvoma useckami. Stretdvame sa tieZ s oznacenim zlaty pomer, zlaté Cislo alebo zlata
proporcia.

Okolo zlateho rezu vznikla celd ndvodna literatira, ako sjeho pomocou zostrojit’
najkraj$i trojuholnik, najkrajsi podorys budovy, nakreslit' telo s najkrajSimi proporciam
v celku i v detailoch. Neexistuje vraj dobry obraz bez vedomého ¢i podvedomého pouzitia
zlatého rezu v jeho rozvrhnuti a kompozicii. A eSte d’aleko viac: bez doésledného pouzitia
zlatého rezu nemézu vraj vzniknat’ dobré husle ani dobra drama. Ba ani to nestaéi, zlaty rez je
kozmickym zakonom, prejavujucim sa i v prirode napriklad v anatomii rastlin, v chemii
v krystalickych $tuktarach a zlozeni zlG¢enin, v astrondmii, v polohéch hviezd a planét.

1. Historia

Zlaty rez, presnejSie pomer zlatého rezu, patri medzi klasické pojmy matematiky.
Fenomén zlatého rezu kraca storo€iami a kultirami. Je mozné, Ze pomer zalozeny na zlatom
reze pouzivali uz Egypt’ania pri stavbe pyramid. Rhindov papyrus (asi 1788-1580 pred n.l.)
uvadza: ,,V pyramidach je utajeny tajomny kvocient nazvany seqt“.

Predpoklada sa, Ze uz Pythagoras alebo jeho Ziaci boli so zlatym rezom oboznameni,
kedze zlaty rez pravdepodobne pouzivali pri konStrukcii pentagramu a aj inych
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geometrickych utvarov. Prvé pisomné zmienky pochadzaju vSak az z antiky od Euklida (asi
340 — 287 pred n. L.), ktory jednoznacne definoval zlaty rez vo svojom diele Zéklady. Zlaty
rez nazval ako "krajny a stredny pomer". Anticky matematik Euklides riesil lohu: rozdelit
Gisetku na dve &asti tak, aby pomer dizky dlhsej asti ku dizke krat3ej Gasti bol rovnaky, ako
pomer dizky celej tGsecky k dizke dlhsej Gasti. Pozname aj inGi formulacia ulohy: Rozdel'te
dant usecku na dve nerovnaké Casti tak, aby Stvorec zostrojeny nad vicSou castou mal
rovnaky obsah ako obdiZnik, ktorého jedna strana ma dizku rovna dizke povodnej celej
Gise¢ky a druha strana mé dizku mensej ¢asti povodnej Gseky. Riesenim tejto Glohy je prave
rozdelenie usecky v pomere zlatého rezu. Je to tloha na svoju dobu vel'mi obtiazna, pretoze
V tom Case eSte matematika nepozna algebru, algebraické vypocty. O zlatom reze potom dlho
nie su Ziadne pisomné pamiatky. Fenomén zlatého rezu sa vracia az v obdobi renesancie,
ktora sa opierala o anticku kultdru. V tomto obdobi bol zlaty rez stelesnenim bozskej logiky,
bol nazvany boZzskym pomerom (divina proportio). Luca Pacioli, renesanény matematik je
autorom diela ,,0 boZzskom pomere* (1509). Toto dielo obsahuje zaujimavy subor prikladov
vyskytu pomeru zlatého rezu v rovinnych obrazcoch a telesach, skima zlaty rez z pohladu
matematiky ale i umenia a metafyziky atoto jeho dielo bolo ilustrované samotnym
Leonardom da Vincim. Uvedene dielo bolo vydaneé v krasnej uprave znovu v roku 1956.
Stredoveky matematik Fibonacci (Leonardo Pisano) prispel svojimi vypoctami (Fibonacciho
gisla) k matematickému podloZeniu konstanty zlatého rezu. Udajne pritom vychadzal z
legendy o pociatku I'udského rodu. Vytvoril ¢iselnti postupnost’ vyjadrujucu néarast generacii:
priSiel k tomu, Ze v prvej generéacii bola jedna dospela dvojica, v druhej uz 2 dvojice, mlada a
dospela, v tretej generacii zase dve dospelé a jeden mlady par. Celkom mu potom vyslo, Ze
pocet dospelych parov rastie nasledovne: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...
Pravidlo je jednoduché, prvé dva c¢leny st dané, jednotka a jednotka, kazdy d’alsi ¢len je
potom suctom dvoch predchadzajucich ¢lenov. Rad ¢isel sa vyznacoval zvlastnostou. Pomer
kazdych dvoch po sebe iducich ¢lenov :1/1, 2/1, 3/2, 5/3, 8/5, 13/8, 21/13, 34/21, 55/34,
89/55, 144/89, 233/144, 377/233, ... sa neodvratne blizil k ¢islu 1.61803398... Fibonacci toto
¢islo nazval bozskou proporciou, pretoze z legendy vyplyvalo, Ze mnozit' sa podla tohto
pomeru zostalo vysadou bohov. Termin "boZsk& proporcia alebo bozsky pomer" (divina
proportia) bol pouzity aj vo vztahu k diclam Leonarda da Vinci. Zlaty rez — presnejSie pomer
zlat¢tho rezu najdeme na obrazoch napr. Posledna vecera od Leonarda da Vinciho,
v architekture: chram Notre — Dame v Parizi, v designe — vyroba hudobnych nastrojov. V 20.
storo¢i sa zlatym rezom zaoberal napr. architekt a maliar Le Corbusier (1887 — 1965), ktory sa
snazil vytvorit’ univerzalnu proporénu jednotku.

2. Definicia zlatého rezu
Predgrécke narody presnu konstrukciu zlatého rezu nevedeli. Stari Gréci — ako uz
bolo spomenuté - nedokazali pomer zlatého rezu vypocitat’, ale vedeli ho narysovat’.
Aké je teda hodnota tohto ¢isla - konStanty zlatého pomeru? VWjdeme z prvej znamej exaktnej
definicie pojmu.
Prva exaktna ajednoznac¢na definicia pojmu: rozdel tGsecku
(Obr. 1) dizky x na dve &asti a, b, x = a + b, tak aby pomer dizky dlh3e; a
Casti ku dizke kratsej Gasti bol rovnaky ako pomer dizky celej usecky

b
, . . . a X
k dlzke dlhSej Casti. Matematicky -3 pre a>b. Kedze usecka x sa a+b
a
skladda z ¢asti a a b, mdzeme dosadit X = a + b adostaneme Obr. 1
a a+b

e @ . Po Uprave dostaneme rovnice v tvare
a
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¢’ —p-1=0 (1)
RieSenim kvadratickej rovnice (1) su dva korene
0, = 1+f ~1,618033988..., @, = 1‘f ~—0,618033988... 2)

Cislo ¢, je tiez jedingm pozitivnym &islom, ktoré vyhovuje rovnici (1).

Zlaty rez, presnejSie hodnota pomeru zlatého rezu je iracionalne
¢islo a nemozno ho teda zapisat koneCnym poctom Ccislic. Oznacenie
konStanty zlatého rezu pismenom ¢ sa pouzivalo na pocest’ gréckeho

sochara Feidia. Ako uz bolo uvedené, v diele Zaklady sa naché&dza uloha X a-X
aj v inej modifikacii (Obr. 2). Po matematickej formul&cii a Upravach a
dostaneme rovnicu pre najdenie pomeru zlatého rezu tsecky. Strana

Stvorca a obdiznika st ¢astami usecky dizky a rozdelenej zlatym rezom. Obr. 2

3. Vlastnosti konstanty zlatého rezu
Teraz, ked’ uz pozname hodnotu pomeru zlatého rezu a hodnotu druhého korena (2) rovnice
(1), budeme sa zaoberat’ niektorymi jeho zaujimavymi vlastnost’ami, ktoré sa daju dokazat’:

3
2) 1 p-1-0,618033988..., b) p .0, =—1,C) 0’ =p+1,d) p° =271 g ¢=¢3—+1.
@ -1 ¢ -1
4. Konstrukcia zlatého rezu
Pozname niekol’ko variant geometrickej
konstrukcie  pomeru  zlatétho rezu. Uvadzame M
najjednoduchsiu a najndzornejSiu z nich.

, . n p
Uloha: na usecke AB (I'ubovolnej dlzky) najst bod C | K
tak, aby bod C delil usecku AB zlatym rezom. , |
Postup konstrukcie (Obr.3): A C B

Obr. 3
1. narysujeme priamkup; p L AB,Be p
2. ndjdeme bod M ; M e p, |MB|:%|AB| 5. ngjdeme bod N ; N eknm
3. narysujeme priamkum ; Aem,Mem 6. zostrojime kruznicu | ; | (A, r= |AN|)
4. zostrojime kruznicu k ; k(M,r =|MB|) 7. najdeme bod C; CelnAB
Bod C deli tisecku AB zlatym pomerom.
5. Zlaty rez v matematike, architektire, umeni a prirode
Zlaty obdiZnik , D C N
Zlaty obdlznik je obdlznik (Obr. 4), ktoré¢ho
dlzky stran su v pomere zlatého rezu. Kazdy zlaty k
obdlznik je mozné rozdelit' na Stvorec a d’alsi zlaty r
obdiznik. Zlaty obdiznik moéZeme zo §tvorca
skonstruovat’ takto: |
Zostrojime Stvorec ABCD, ktory chceme rozsirit’ na >
zlaty obdlznik A1 E B M
2% " obra
.
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Usecku AB predizime na polpriamku.

V polovici use¢ky AB zostrojime bod E.

Zostrojime kruznicu k so stredom v bode E a polomerom r rovnym dizke tsecky CE.
Prienik kruznice k a polpriamky AB oznac¢ime ako bod M.

Obdiznik AMND je zlaty obdiznik, teda dizky use¢iek AM a MN st v zlatom pomere.
Dizky tise¢iek AM a AB st v zlatom pomere.

ok wdE

Zlaty obdiznik ma rad zaujimavych vlastnosti. Uvedieme si
niektoré z nich:

a) ak vpiSeme zlaty obdiznik do 3tvorca (Iubovolného),
vrcholy obdiZnika potom delia strany §tvorca zlatym rezom ¢ a
(Obr. 5)

b) ak oddelime od zlatého obdiznika ABCD (axb) $tvorec d
AEFD (bxb), obdiznik ktory ostane BCFE (bxa—b) je opit’
zlaty (Obr. 6)

) vV oddel'ovani $tvorcov moZeme rovnakym sposobom pokracovat’ — ziskame nové zlate
obdizniky EBHG, EGIJ, GIKL, (Obr. 7) atd’.

d) ak oddelovanie §tvorca zo zlatého obdiZnika prevedieme nickolkokrat body
vyznacujlce postupne zlaté rezy (A, F, H, J, L, ...) lezia na $pirale — tato Spirala sa nazyva
zlata Spirala (Obr. 8)

Obr. 5

D acC E D F C
b a-b
-
b a-b L _lK 6
A aB F A EJ B
Obr. 6 Obr. 7 Obr. 8

Zlaty trojuholnik

Zlaty trojuholnik je taky rovnoramenny trojuholnik, v ktorom je pomer dizky ramena
a dizky zakladne rovny pomeru zlatého
rezu (Obr. 9). Pokial do =zlatého

C C C
trojuholnika ABC postupne vpisujeme
rovnoramenné trojuholniky, ktoré maja A
ako jedno rameno zékladnu
predchadzajuceho zlatého trojuholnika
(Obr. 10, 11), bude kazdy ztychto D D
trojuholnikov (trojuholnik N
DAB,trojuholnik  FED, ..) zlaty A B A B A B

a vrcholy zlatych trojuholnikov leZia na

$pirdle — tato $pirala sa nazyva zlata Obr. Obr. 10 Obr. 11
Spirala.
Pituholnik

Dalsim bohatym zdrojom zlatych pomerov je pravidelny patuholnik (Obr. 12). I’ahko
sa daju overit’ nasledujtce vlastnosti:
1. Uhlopriecky v pravidelnom péat'uholniku sa pretinaji v pomere zlatého rezu.
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2. Pomer uhlopriecky a strany pravidelného péat'uholnika je zlaty.
3. Ak zostrojime vSetky uhlopriecky tohto pravidelného
péatuholnika, dostaneme patcipu hviezdu, vo vnutri je opit
pravidelny pituholnik a plati, Ze priesecniky uhlopriecok
pravidelného patuholnika ABCDE su vrcholy pravidelného
patuholnika KLMNO. Potom pomer stran pdvodného a nového
pétuholika je druhd odmocnina zlatého cisla.

Pentagram (penta - pat, grame - Ciara) je patcipa hviezda
nakreslend jednym tahom. Pentagram mali Gréci vo velkej Ucte,
pretoze nazorne predstavoval to, co nevedeli vyjadrit’ ¢iselnym pomerom. Pythagorejci si za
znak svojho tajného bratstva zvolili pentagram.

Konstanta zlatého rezu sa velmi dlho pouziva v architekture. Proporcie v zlatom
pomere mozeme ndjst’ takmer vo vSetkych vyznamnych stavbach po celom svete. Vyuzivaja
sa napriklad zakladne v tvare zlatého obdiznika, okna a dvere sa rozmiestiiuju podla zlatého
pomeru a pod.

Stari Gréci konstantu zlatého rezu poznali a architekti Itkinos a Kaligrates ho mohli pouzit’ pri
stavbe chramu Parthendn na Akropole (Obr. 13, 14, 15).

Obr. 13 Obr. 14 Obr. 15

Do prieCelia Parthenonu mozno zakreslit' Cast’ pravidelného desatuholnika, ktory ma
stvislost’ so zlatym rezom. Starogrécki architekti mali svojich pokraovatel'ov aj mnoho
neskor, napr. v gotike pri stavbe chramu Notre Dame v Parizi, v kompozicii fasad chramov
ruskej arichitektury 12. storoCia, v dielach architekta Le Corbusiera alebo v architekture
budovy Organizécie spojenych narodov v New Yorku.

Franclzsky architekt Le Corbusier (1887 — 1965) v diele Modulor sformuloval novy
proporény systém, ktory sa opiera 0 miery ¢loveka a princip zlatého rezu, ktory podla neho
dava do suladu kazdu vec s celkom.

Obr. 17 Obr. 18

152



Trendy ve vzdélavani 2013
Technika a didaktika technickych predmétii

V mnohych dielach Leonarda da Vinci (1452 — 1519) m6zeme najst’ uplatnenie zlatého rezu,
napr. portrét Beatrice d’Este — manzelke Lodovica Mora, Mona Lisa, Posledna vecera
a mnohych d’alsich (Obr. 16-18).

Znalost’ hodnoty zlatého rezu nie je k beznému Zivotu
nutnd, je vSak zaujimavé ako sa pomerom zlatého rezu riadi
priroda. Ulita slimakov a ostatnych ulitnikov ma tvar logaritmickej
Spiraly (Obr. 19), ktora je odvodena (ako sme si uz ukazali) zo
zlatého rezu. Jedine u takejto Spirdly mézu mat’ vSetky bunky
uplne rovnaky tvar - iba st stale vécSie a vacsie, takze zivocich ak
podrastie, vybuduje si d’alSiu bunku a prestahuje sa do nej, pricom
nova bunka presne zodpoveda pévodnému tvaru ulitnika.

Hmyz nalietava na svoj ciel po logaritmickej Spirale
(najlepsie to vidime u nocného hmyzu nalietavajiceho na svetlo). Pre¢o ? Hmyz mé o¢i po
strandch a kazdé oko vidi len svoju stranu. Ak hmyz zazrie svoj ciel’ v jednom oku, vZdy ho
vidi pred sebou pod ur¢itym uhlom a v tomto uhle sa postupne priblizuje k svojmu ciel'u.
Krivka, ktoru pritom opisuje je logaritmicka Spirala, ktora mézeme odvodit’ zo zlatého rezu.
Dal§im prejavom zlatého rezu je napriklad usporiadnie semien slneénice, alebo smrekové
SiSky, kde su jednotlive Supiny rozmiestnené ako po Spirale, takéto rozmiestnenie je mozno
pozorovat’ aj pri ananase.

Zaver

Zlaty rez je len jedno konkrétne ¢islo. Je to mozno sklamanie, ale tento honosny ndzov
naozaj nesie jedno konkrétne ¢islo. Ako je z predchadzajuceho textu vidiet', o zlatom reze je
mozné uviest mnoho zaujimavosti. Nie je vSak potrebné tymto poznatkom prisudzovat
nadych mysticizmu a tajuplnosti. Ide v podstate o Gplne redlne problémy, zaujimavé nielen
z matematického, historického ale aj estetického hl'adiska. Dolezité vsak je, Ze aj v dneSnej
dobe maju svoje uplatnenia, samozrejme, nejednad sa len o ich matematickl podstatu, ale
najma o skuto¢nost’, ze zlaty rez ajeho vyuZitie mézeme najst v mnohych odboroch mimo
matematiky, o znamena, Ze¢ matematika nie je veda uzavreta sama do seba a sama pre seba,
ale jej aplikacie zasahuji do mnohych rozlicnych oblasti nielen technickych ale aj
humanitnych.

Zoznam vyskytu zlatého rezu na rastlinach, schrankach mékkysov, v krystalickych
Struktarach latok, dokonca aj na 'udskom tele by bol vel'mi obsiahly. Napriek tomu, Ze mnohi
Z nas o zlatom reze nevedia, nase oko je na toto ¢islo zvyknuté a pomer zlatého rezu vnimame
ako prirodzenu vec. Preto sa v sucasnosti vyuziva v architektdre, designe, maliarstve alebo pri
tvorbe fotografii.

Zlaty rez ako kompozi¢ny princip sa uplatituje vo fotografickej tvorbe, v dizajne
webovych stranok - v tvorbe logotypov, v usporiadani stranok, pomeroch a umiestneni ich
jednotlivych Casti. V typografii a grafike je tento pomer vel'mi Casty - pisma v zlatom reze sa
najlepsie &itaju, dolezitt tlohu hra aj v usporiadani stranky. Clovek sa k zlatému rezu priklana
celkom intuitivne, citi v lom prirodzenost, akysi znamy prvok, ktory dielo poludstuje a
dodéva mu harmoniu a vyvéazenost'.

Vlastnost’ zlatého rezu objavovat sa na zdanlivo nestvisiacich miestach zna¢nou
mierou prispela k jeho mystifikacii. Je zlaty rez univerzalny kI'a¢ k poznaniu alebo je to len
nahoda?
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Mario Livio v diele Zlaty rez sice demystifikuje zlaty rez, ale viac otadzok kladie, nez
zodpoveda. Jeho nazory na problematiku zlatého rezu by sa dali vyjadrit’ vetou: Prestaiime sa
zlatému rezu klanat’ a za¢nite o iom uvazovat’.
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